
������ 1.

Ǳ����������

�®¡®«¥¢±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  ¯®¿¢¨«¨±¼ ¢ ° ¡®² µ �.�. �®¡®«¥¢  ¢ 30-¥ £®¤».
�£® ¬®­®£° ´¨¿ [1] ¢»¸«  ¢ 1950 £., ¯®²®¬ ¡»«  ¯¥°¥¨§¤ ­ . �²¨ ¯°®±²° ­-
±²¢  ®ª § «¨±¼ ·°¥§¢»· ©­® ³¤®¡­»¬¨ ¢ ° §«¨·­»µ ®²¤¥« µ  ­ «¨§ , ¢ ®±®-
¡¥­­®±²¨ ¢ ³° ¢­¥­¨¿µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨. �¥©· ± ½²® ®²¤¥«¼­»© ° §-
¤¥« ´³­ª¶¨®­ «¼­®£®  ­ «¨§ . Ǳ® ±³¹¥±²¢³ ³ �®¡®«¥¢  ³¦¥ ¡»«® ®²·¥²«¨¢®¥
¯®­¿²¨¥ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨.

�¨±²¥¬ ²¨·¥±ª³¾ ° §° ¡®²ª³ ²¥®°¨¨ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ¯°¥¤¯°¨­¿« �®-
° ­ �¢ °¶ ¢ 40-¥ £®¤», ¯°® ­ «¨§¨°®¢ ¢ ¬­®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¥­¨© ª« ±±¨ª®¢
 ­ «¨§ . �£® ¬®­®£° ´¨¿ [2] ¢»¸«  ¢ 1950 £., ³ ­ ± ° ±¯°®±²° ­¿« ±¼ °®² -
¯°¨­²­ ¿ ª®¯¨¿. � �®±ª¢¥ \¡³¬" ½²®© ²¥®°¨¨ ­ · «±¿ ± ° ¡®² �.�. �¥«¼´ ­¤ 
¨ �.�. �¨«®¢ . �µ ¯¥°¢ ¿ ª­¨£  [3] ­¥¤ ¢­® ¯¥°¥¨§¤ ­ .

Ǳ±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¥ ®¯¥° ²®°» ¯®¿¢¨«¨±¼ ¢ 60-¥ £®¤», ®­¨ ®ª § «¨±¼
­¥®¡µ®¤¨¬»¬¨ ¯°¨ °¥¸¥­¨¨ ¯°®¡«¥¬» ¢»·¨±«¥­¨¿ ¨­¤¥ª±  ®¡¹¥£® ½««¨¯²¨-
·¥±ª®£® ®¯¥° ²®° , ¯®±² ¢«¥­­®© �.�. �¥«¼´ ­¤®¬ ¢ 1960 £.,   § ²¥¬ ­ ¸«¨
¯°¨¬¥­¥­¨¿ ª® ¬­®£¨¬ ¤°³£¨¬ § ¤ · ¬. �²® ±¨­²¥§ ²¥®°¨¨ ¨­²¥£° «¼­»µ ¨
¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ®¯¥° ²®°®¢, ±®¤¥°¦ ¹¨© ¨±·¨±«¥­¨¥ ±¨¬¢®«®¢.

Ǳ® ¢±¥¬ ½²¨¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¿¬ ­ ¯¨± ­® ­¥®¡®§°¨¬®¥ ª®«¨·¥±²¢® ° ¡®² ¨ ¬­®£®
ª­¨£. \�³¬" ¯°®¸¥«, ­® ®±² «±¿ ­®¢»© ¿§»ª ¨  ¯¯ ° ², ¯®§¢®«¨¢¸¨¥ ¯°®¤¢¨-
­³²¼±¿ ¢® ¬­®£¨µ § ¤ · µ  ­ «¨§ , ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£® ¢ ³° ¢­¥­¨¿µ ¢ · ±²­»µ ¯°®-
¨§¢®¤­»µ, ±¬., ­ ¯°¨¬¥°, [4]. �®°¨´¥¨ ±®¢°¥¬¥­­®© £¥®¬¥²°¨¨, ¦¨¢³¹¨¥ ­ 
� ¯ ¤¥ (² ª¨¥, ª ª �²¼¿, �¨­£¥°, �¨«¬¥­ ¨ ¬­®£¨¥ ¤°³£¨¥), ¯°¥ª° ±­® ¢« ¤¥¾²
½²¨¬  ¯¯ ° ²®¬. � ³·¥¡­¨ª¨ ®­ ²®«¼ª® ­ ·¨­ ¥² ¯°®­¨ª ²¼, ±¬., ­ ¯°¨¬¥°,
[5]. �® ½²® ¯®ª  ­¥ ®²­®±¨²±¿ ª ¯±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¬ ®¯¥° ²®° ¬.

1. �.�. �®¡®«¥¢. �¥ª®²®°»¥ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ´³­ª¶¨®­ «¼­®£®  ­ «¨§  ¢ ¬ ²¥-
¬ ²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¥. �§¤. �¥­¨­£° ¤±ª®£® ³­¨¢¥°±¨²¥² , �., 1950.

2. L Schwartz. Th�eorie des distributons. Hermann, Paris, 1950.

3. �.�. �¥«¼´ ­¤ ¨ �.�. �¨«®¢. �¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ¨ ¤¥©±²¢¨¿ ­ ¤
­¨¬¨. �®±. ¨§¤. ´¨§.-¬ ². «¨²., �., 1959.

4. �.�. �£®°®¢ ¨ �.�. �³¡¨­. �¨­¥©­»¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¥ ³° ¢­¥­¨¿
± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨. �«¥¬¥­²» ±®¢°¥¬¥­­®© ²¥®°¨¨. �²®£¨ ­ ³ª¨ ¨
²¥µ­¨ª¨, �®¢°. ¯°®¡«¥¬» ¬ ²¥¬ ²¨ª¨, �³­¤. ­ ¯° ¢«¥­¨¿, ². 31. ������,
�., 1988. C. 6{125.

5. �.�. �³¡¨­. �¥ª¶¨¨ ®¡ ³° ¢­¥­¨¿µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨. �����,
�., 2001.
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I. �������� Ǳ������ ������ ���������� �������

1. �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ (° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿). � ±±¬®²°¨¬
¯°®±²° ­±²¢® D = D(Rn) = C10 (Rn) ´¨­¨²­»µ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨©
(ª®¬¯«¥ª±­®§­ ·­»µ). �²® ®±­®¢­»¥ ´³­ª¶¨¨ (¯®²®¬ ¢¢¥¤¥¬ ¤°³£¨¥ ¯°®±²° ­-
±²¢  ®±­®¢­»µ ´³­ª¶¨©). �²® ¯°®±²° ­±²¢® «¨­¥©­®. � ­¥¬ ¬®¦­® ¢¢¥±²¨ ²®-
¯®«®£¨¾, ­® ¯®ª , ±«¥¤³¿ �.�. �¥«¼´ ­¤³ ¨ �.�. �¨«®¢³, ®£° ­¨·¨¬±¿ ®¯°¥-
¤¥«¥­¨¥¬ ±µ®¤¨¬®±²¨: 'j ! ' ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥
A > 0, ·²® ¢±¥ ½²¨ ´³­ª¶¨¨ ° ¢­» ­³«¾ ¯°¨ jxj > A ¨ @�'j(x) ! @�'(x)
° ¢­®¬¥°­® ¯°¨ «¾¡®¬ �. �¤¥±¼ ¨ ¤ «¼¸¥

@� = @�11 : : : @�nn ; @j = @=@xj:

� ¤ ·  1. Ǳ°®¢¥°¨²¼ ¯®«­®²³ ¯°®±²° ­±²¢  D ®²­®±¨²¥«¼­® ½²®© ±µ®¤¨-
¬®±²¨ (¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ´³­¤ ¬¥­² «¼­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥«).

�±­®¢­»¥ ´³­ª¶¨¨ ®¡»·­® ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ¡³ª¢ ¬¨ ',  .
�¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ f (­ ¤ D) { ½²® «¨­¥©­»© ­¥¯°¥°»¢­»© ´³­ª¶¨®­ «

hf; 'i ­ ¤ D.
Ǳ°¨¬¥°». 1. �¥«¼² -´³­ª¶¨¿ Æ(x� x0):

hÆ(x� x0); '(x)i = '(x0): (1)

�²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯°¨¤ ¥² ²®·­»© ±¬»±« ¨§¢¥±²­®¬³ ´¨§¨·¥±ª®¬³ ®¯°¥¤¥«¥­¨¾
¤¥«¼² -´³­ª¶¨¨: ½²® ² ª ¿ \´³­ª¶¨¿", ° ¢­ ¿ 0 ¢­¥ x0 ¨ ¡¥±ª®­¥·­®±²¨ ¢ x0,
·²® ¢±¥£¤ 

R
Æ(x� x0)f(x) dx = f(x0).

2. �³­ª¶¨®­ « ²¨¯  ´³­ª¶¨¨, ¨«¨ °¥£³«¿°­ ¿ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿. Ǳ³±²¼
f(x) 2 L1;loc(R

n ). Ǳ®« £ ¥¬

hf; 'i =
Z
f(x)'(x) dx (2)

(¨­²¥£° « ¯® Rn).

�®¢®ª³¯­®±²¼ ¢±¥µ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ­ ¤ D ®¡®§­ · ¥²±¿ ·¥°¥§ D0 =
D0(Rn). �²® «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ± ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ «¨­¥©­»µ ®¯¥° ¶¨©

h�f + �g; 'i = �hf; 'i+ �hg; 'i: (3)

2. �¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨. �­ · «  ¯³±²¼ f(x) 2
C1(Rn). �®£¤  Z

@jf(x)'(x) dx = �
Z
f(x)@j'(x) dx

(¯°®¨­²¥£°¨°®¢ «¨ ¯® · ±²¿¬). Ǳ°¨­¨¬ ¿ ½²³ ´®°¬³«³ §  ®¡° §¥¶, ¯®« £ ¥¬
¤«¿ «¾¡®© ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ f

h@jf; 'i = �hf; @j'i: (4)

�·¥¢¨¤­®, ·²® ½²® ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿.
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�» ¢¨¤¨¬, ·²® ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬» ¨, §­ ·¨², ¡¥±ª®-
­¥·­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬»:

h@�f; 'i = (�1)j�jhf; @�'i (5)

¯°¨ «¾¡®¬ �; §¤¥±¼ ¨ ¤ «¼¸¥ j�j = �1 + � � �+ �n.

Ǳ°¨¬¥°». 1. Ǳ³±²¼ ¤«¿ ¯°®±²®²» n = 2. �  ­ «¨§¥ ¥±²¼ ²¥®°¥¬ :

@1@2f(x1; x2) = @2@1f(x1; x2);

¥±«¨ ½²¨ · ±²­»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ­¥¯°¥°»¢­» ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ²®·ª¥. �«¿

®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ¢±¥£¤ 

@1@2f = @2@1f: (6)

�¥©±²¢¨²¥«¼­®,

h@1@2f; 'i = hf; @2@1'i = hf; @1@2'i = h@2@1f; 'i:

�» ¢¨¤¨¬, ·²® ¤«¿ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© f ¯®°¿¤®ª ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ ¢
@� ¡¥§° §«¨·¥­.

2. Ǳ³±²¼ f(x) { ´³­ª¶¨¿ ­  ¯°¿¬®©, £« ¤ª ¿ ¢­¥ ²®·ª¨ x0, ¨¬¥¾¹ ¿ ¢
­¥© ° §­»¥ ®¤­®±²®°®­­¨¥ ¯°¥¤¥«» f(x0 � 0). �®£¤  ¥¥ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¢ ±¬»±«¥
®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© { ´³­ª¶¨®­ « ²¨¯  ´³­ª¶¨¨ f 0(x) ¯«¾± hÆ(x � x0), £¤¥
h { ±ª ·®ª f(x0+0)� f(x0�0). �²® ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥¬ ¯® · ±²¿¬:

�
Z x0

�1

f(x)'0(x) dx�
Z +1

x0

f(x)'0(x) dx =Z x0

�1

f 0(x)'(x) dx+

Z +1

x0

f 0(x)'(x) dx+ h'(x0):

�²®² °¥§³«¼² ² «¥£ª® ®¡®¡¹ ¥²±¿ ­  ±«³· © ª³±®·­®-£« ¤ª®© ´³­ª¶¨¨ ± ­¥-
±ª®«¼ª¨¬¨ ²®·ª ¬¨ ±ª ·ª®¢.

� · ±²­®±²¨, ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ®² ´³­ª¶¨¨ �¥-

¢¨± ©¤  �(x), ° ¢­®© 0 ¯°¨ x < 0 ¨ 1 ¯°¨ x > 0, ° ¢­  Æ(x).

3. Ǳ°®¨§¢®¤­»¥ ¤¥«¼² -´³­ª¶¨¨

h@�Æ(x� x0); 'i = (�1)j�j@�'(0):

3. �¬­®¦¥­¨¥ ­  ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª³¾ ´³­ª¶¨¾. Ǳ³±²¼ f 2 D0 ¨
a 2 C1(Rn). �±«¨ f { °¥£³«¿°­ ¿ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ²® ¨ af { °¥£³«¿°­ ¿
®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ´®°¬³« 

haf; 'i = hf; a'i:

� ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯°¨­¨¬ ¥¬ ½²³ ´®°¬³«³ §  ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ af . �·¥-
¢¨¤­®, ·²® ¯®«³· ¥²±¿ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿.
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�» ¢¨¤¨¬, ·²® ¢ D0 ¤¥©±²¢³¾² «¨­¥©­»¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¥ ®¯¥° ²®°» ±
¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨

a(x;D) =
X
j�j�m

a�(x)@
�; a� 2 C1(Rn):

� ¤ ·  2. Ǳ°®¢¥°¨²¼ ´®°¬³«³ �¥©¡­¨¶ 

(af)0 = a0f + af 0 (n = 1; a 2 C1; f 2 D0):

4. �¥£³«¿°¨§ ¶¨¿ ´³­ª¶¨© ± ®±®¡¥­­®±²¿¬¨. � ±±¬®²°¨¬ ½²®² ¢®-
¯°®± ¯®ª  ­  ¯°¨¬¥°¥.

� ±±¬®²°¨¬ ®¡»·­³¾ ´³­ª¶¨¾ 1=x, n = 1. � ª ±®¯®±² ¢¨²¼ ¥© ®¡®¡¹¥­­³¾
´³­ª¶¨¾? �­²¥£° « Z

'(x)

x
dx;

¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ° ±µ®¤¨²±¿.

1-© ±¯®±®¡. �±¯®«¼§³¥¬ £« ¢­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¨­²¥£° «  (p.v. { principal value):
¯®« £ ¥¬

hv:p: 1
x
; 'i = v:p:

Z
'(x)

x
dx = lim

"!0

Z
jxj�"

'(x)

x
dx:

�¤¥±¼ ¢»°¥§ ¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·­ ¿ ®ª°¥±²­®±²¼ ®±®¡®© ²®·ª¨. �²®² ¯°¥¤¥« ±³-
¹¥±²¢³¥² ¨ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. Ǳ³±²¼ '(x) = 0 ¯°¨ jxj � A.
�®£¤  ®­ ° ¢¥­

lim
"!0

" Z
"<jxj<A

'(x)� '(0)

x
dx+ '(0)

Z
"<jxj<A

1

x
dx

#
=

Z
jxj<A

'(x)� '(0)

x
dx:

2-© ±¯®±®¡. � ±±¬®²°¨¬ ¯°¥¤¥«

lim
"!+0

Z
'(x)

x+ i"
dx:

Ǳ³±²¼ ±­®¢  '(x) = 0 ¯°¨ jxj � A. �®£¤  ½²®² ¯°¥¤¥« ° ¢¥­

lim
"!0

Z
jxj<A

'(x)� '(0)

x+ i"
dx+ '(0) lim

"!0

Z
jxj<A

dx

x+ i"
:

Ǳ®±«¥¤­¨© ¨­²¥£° « ¢»·¨±«¿¥²±¿ ª ªZ A+i"

�A+i"

1

z
dz = log z

����A+i"
�A+i"

= i arg z

����A+i"
�A+i"

¯® ´®°¬³«¥ �¼¾²®­ {�¥©¡­¨¶ . �¤¥±¼

log z = log jzj+ i arg z; j arg zj � �:
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� ¯°¥¤¥«¥ ¯®«³· ¥¬ Z A

�A

'(x)� '(0)

x
dx� i�'(0):

�²  ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ®¡®§­ · ¥²±¿ ·¥°¥§ 1
x+i0 . � ª¨¬ ®¡° §®¬,

1

x+ i0
= v:p:

1

x
� i�Æ(x): (7)

� ¤ ·  3. �¯°¥¤¥«¨²¼ ¨ ¢»·¨±«¨²¼ ®¡®¡¹¥­­³¾ ´³­ª¶¨¾ 1
x�i0 .

5. Ǳ°¥¤¥«¼­»© ¯¥°¥µ®¤. �µ®¤¨¬®±²¼ ¢ D0 ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ±« ¡ ¿ ±µ®-
¤¨¬®±²¼:

fj ! f; ¥±«¨ hfj ; 'i ! hf; 'i
¤«¿ «¾¡®© ®±­®¢­®© ´³­ª¶¨¨ '. �¬¥±²® ¨­¤¥ª±  j ²³² ¬®¦¥² ¡»²¼, ±ª ¦¥¬,
¨­¤¥ª± "! 0.

Ǳ°¨¬¥°». 1. v:p: 1
x
{ ¯°¥¤¥« ´³­ª¶¨®­ «®¢ ²¨¯  ´³­ª¶¨© f", ° ¢­»µ 0 ¯°¨

jxj < " ¨ 1=x ¯°¨ jxj > ".

2.
1

x+ i0
= lim

"!+0

1

x+ i"

(¯®¤ §­ ª®¬ ¯°¥¤¥«  { °¥£³«¿°­»¥ ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨).

� ¬¥· ­¨¥. �±«¨ fj ! f , ²® @�fj ! @�f . (� ¢ ®¡»·­®¬  ­ «¨§¥ ¯¥°¥±² -
­®¢ª  ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ ± ¯°¥¤¥«¼­»¬ ¯¥°¥µ®¤®¬ ²°¥¡³¥² ¤®¯®«­¨²¥«¼­»µ
¯°¥¤¯®«®¦¥­¨©.) �®·­® ² ª ¦¥ ¥±«¨ fj ! f ¨ a { ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿,
²® afj ! af . �²® ±° §³ ¢¨¤­® ¨§ ­ ¸¨µ ®¯°¥¤¥«¥­¨©.

6. �¢¥°²ª  ®¡»·­»µ ´³­ª¶¨©. �²® ®¤­  ¨§ ¢ ¦­¥©¸¨µ ®¯¥° ¶¨© ¢
 ­ «¨§¥; ®­  ®¡®§­ · ¥²±¿ §¢¥§¤®·ª®© ¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ° ¢¥­±²¢®¬

(' �  )(x) =
Z
'(x� y) (y) dy: (8)

�±«¨ ';  2 D, ²® «¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥²±¿, ·²® ±¢¥°²ª  ½²¨µ ´³­ª¶¨© ¯°¨­ ¤«¥¦¨²
D. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ®­  ´¨­¨²­ ,   ¯°®¨§¢®¤­»¥ «¾¡®£® ¯®°¿¤ª  ¢»·¨±«¿¾²±¿
¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥¬ ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° « :

@�(' �  )(x) =
Z
@�'(x� y) (y) dy;

².¥.
@�(' �  ) = (@�') �  : (9)

�±­®, ·²® ¢±¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ­¥¯°¥°»¢­».

�® ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±¢¥°²ª³ ¨ ¡®«¥¥ ®¡¹¨µ ´³­ª¶¨©. � ¯°¨¬¥°, ¥±«¨
' 2 D, a  { ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ²® ±¢¥°²ª  ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¯°¨­ ¤«¥¦¨²
C1(Rn ),   ¥±«¨  { ´¨­¨²­ ¿ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ²® ±¢¥°²ª  ¯°¨­ ¤«¥¦¨²
D. Ǳ°®¢¥°¼²¥ ½²® ± ¬®±²®¿²¥«¼­®.
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������ 2.

�² ª, ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ±¢¥°²ª³

(' �  )(x) =
Z
'(x� y) (y) dy: (1)

�­  ª®¬¬³² ²¨¢­ :
' �  =  � ': (2)

�²® «¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­»µ ¢ ¨­²¥£° «¥ (1): x�y =ex.
�«¥¤±²¢¨¥: ¥±«¨ ®¡¥ ´³­ª¶¨¨ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¥ ¨ ¤«¿ ¯°®±²®²» ®¤­ 

´¨­¨²­ , ²®
(@�') �  = ' � (@� ): (3)

�¢¥°²ª , ª°®¬¥ ²®£®,  ±±®¶¨ ²¨¢­ :

(' �  ) � � = ' � ( � �) (4)

(¥±«¨ ¤«¿ ¯°®±²®²» µ®²¿ ¡» ¤¢¥ ¨§ ²°¥µ ´³­ª¶¨© ´¨­¨²­»), ² ª ·²® ¬®¦­®
¯¨± ²¼ ' �  � �. �¥¬­®£® £°®¬®§¤ª³¾ ¯°®¢¥°ª³ ¯®ª  ¯°®¯³±²¨¬.

7. �¥«¼² ®¡° §­»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨. Ǳ®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ffng
®¡»·­»µ ´³­ª¶¨© ­ §»¢ ¥²±¿ ¤¥«¼² ®¡° §­®©, ¥±«¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ °¥£³-
«¿°­»¥ ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ±²°¥¬¿²±¿ ª Æ(x) ¯°¨ n ! 1. �®¦­®, ª®­¥·­®,
£®¢®°¨²¼ ¨ ® ¤¥«¼² ®¡° §­®¬ ±¥¬¥©±²¢¥ ff"g, " ! 0. �­¨ · ±²® ¯®«¥§­» ¢
 ­ «¨§¥. O¡±³¤¨¬ ®¤¨­ ¨§ ±¯®±®¡®¢ ¯®±²°®¥­¨¿ ¨ ¯®±²°®¨¬ ¤¥«¼² ®¡° §­®¥
±¥¬¥©±²¢® ®±­®¢­»µ ´³­ª¶¨©.

�®§¼¬¥¬ ´³­ª¶¨¾ '1 2 D ±® ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:

'1(x) � 0; '1(x) = 0 ¯°¨ jxj � 1;

Z
'1(x) dx = 1: (5)

Ǳ®«®¦¨¬

'"(x) =
1

"n
'1

�
x

"

�
; 0 < " < 1: (6)

�·¥¢¨¤­®, ·²®
R
'" dx = 1 ¨ '"(x) = 0 ¯°¨ jxj � ". Ǳ®½²®¬³

h'";  i =
Z
jxj�"

'"(x)[ (x)�  (0)] dx+  (0)

±²°¥¬¨²±¿ ª  (0) ¯°¨ "! 0. �­ ·¨², (6) { ¤¥«¼² ®¡° §­®¥ ±¥¬¥©±²¢®.

8. �®±¨²¥«¨ ®¡»·­»µ ¨ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©. �®±¨²¥«¥¬ supp f ­¥-
¯°¥°»¢­®© ´³­ª¶¨¨ f(x) ­ §»¢ ¥²±¿ § ¬»ª ­¨¥ ¬­®¦¥±²¢  ²®·¥ª, ¢ ª®²®°»µ
®­  ®²«¨·­  ®² ­³«¿. �³­ª¶¨¿ f(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ´¨­¨²­®©, ¥±«¨ ¥¥ ­®±¨²¥«¼
ª®¬¯ ª²¥­. �¨­¥ «, ±®±²®¿¹¨© ¨§ ´¨­¨²­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨©, ®¡®§­ -
· ¥²±¿ ·¥°¥§ C0

0 (R
n).
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Ǳ³±²¼ f { ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§ D0(Rn) ¨ O { ®²ª°»²®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¢ Rn .
�®¢®°¿², ·²® f = 0 ¢ O, ¥±«¨ hf; 'i = 0 ¤«¿ ¢±¥µ ®±­®¢­»µ ´³­ª¶¨© ± ­®±¨²¥-
«¿¬¨ ¢ O. �®±¨²¥«¥¬ supp f ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ f ­ §»¢ ¥²±¿ ­ ¨¬¥­¼¸¥¥
§ ¬ª­³²®¥ ¬­®¦¥±²¢®, ¢­¥ ª®²®°®£® ®­  ° ¢­  ­³«¾. �±«¨ f { ´³­ª¶¨®­ «
²¨¯  ­¥¯°¥°»¢­®© ´³­ª¶¨¨, ²® ½²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±®£« ±³¥²±¿ ± ¯°¥¤»¤³¹¨¬.
�¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ± ª®¬¯ ª²­»¬ ­®±¨²¥«¥¬ ­ §»¢ ¥²±¿ ´¨­¨²­®©.

Ǳ°¨¬¥°: ­®±¨²¥«¼ ¤¥«¼² -´³­ª¶¨¨ Æ(x�x0) ¨ «¾¡®© ¥¥ ¯°®¨§¢®¤­®© { ²®·ª 
x0. �®¢®°¿², ·²® ² ª¨¥ ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ±®±°¥¤®²®·¥­» ¢ ²®·ª¥ x0.

�´®°¬³«¨°³¥¬ ¤¢¥ ²¥®°¥¬» (®­¨ ¡³¤³² ¤®ª § ­» ¯®§¤­¥¥).

�¥®°¥¬  1. �¾¡ ¿ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ±®±°¥¤®²®·¥­­ ¿ ¢ ®¤­®© ²®·ª¥
x0, ¿¢«¿¥²±¿ ª®­¥·­®© «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ ¶¨¥© ¤¥«¼² -´³­ª¶¨¨ Æ(x � x0) ¨ ¥¥

¯°®¨§¢®¤­»µ:

f =
X
j�j�m

c�@
�Æ(x� x0): (7)

�¥®°¥¬  2. �¾¡ ¿ ´¨­¨²­ ¿ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ª®­¥·­®© ±³¬-
¬®© ¯°®¨§¢®¤­»µ ­¥ª®²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ®² ´¨-

­¨²­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨©:

f =
X
j�j�l

@�f�(x); f�(x) 2 C0
0 (R

n): (8)

�¨­¥ «, ±®±²®¿¹¨© ¨§ ´¨­¨²­»µ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©, ®¡®§­ · ¥²±¿ ·¥°¥§
E 0 = E 0(Rn ). �­ ¯«®²¥­ ¢ D0, ² ª ª ª ¥±«¨ ' { ®±­®¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ° ¢­ ¿ 1 ¢
®ª°¥±²­®±²¨ ­ · « , ²® «¾¡ ¿ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ f ¥±²¼ ¯°¥¤¥« ¯°®¨§¢¥¤¥-
­¨© '(x=m)f ¯°¨ m!1.

9. �¢¥°²ª  ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©. �» ®£° ­¨·¨¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬
±¢¥°²ª¨ ¤¢³µ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©, ¨§ ª®²®°»µ µ®²¿ ¡» ®¤­  ´¨­¨²­ .

Ǳ³±²¼ ±­ · «  f(x) ¨ g(x) { ­¥¯°¥°»¢­»¥ ´³­ª¶¨¨, g(x) ´¨­¨²­ . �®£¤ 

hf � g; 'i =
ZZ

f(x� y)g(y) dy'(x) dx:

� ¬¥­¨¬ x � y ­  ex ¨ § ²¥¬ ex ­  µ. �¥­¿¿ ¯®°¿¤®ª ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ (¯® ±®-
®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ²¥®°¥¬¥ ¨§  ­ «¨§  ¨«¨ ¯® ²¥®°¥¬¥ �³¡¨­¨), ¯®«³· ¥¬, ·²®
¯° ¢ ¿ · ±²¼ ° ¢­  Z

f(x)

Z
g(y)'(x+ y) dy dx;

².¥.
h(f � g)(x); '(x)i = hf(x); hg(y); '(x+ y)i: (9)

�¯° ¢  ¢® ¢­³²°¥­­¨µ ³£«®¢»µ ±ª®¡ª µ g(y) ¤¥©±²¢³¥² ­  '(x + y) ª ª ­ 
´³­ª¶¨¾ ®² y; x ¨£° ¥² °®«¼ ¯ ° ¬¥²° . Ǳ®«³· ¥²±¿ ®±­®¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ®² x
(¯°®¢¥°¼²¥), ­  ­¥¥ ¨ ¤¥©±²¢³¥² f(x) ¢® ¢­¥¸­¨µ ³£«®¢»µ ±ª®¡ª µ.

Ǳ³±²¼ ²¥¯¥°¼ f 2 D0, g 2 E 0. Ǳ°¨­¨¬ ¿ ¯®±«¥¤­¾¾ ´®°¬³«³ §  ®¡° §¥¶,
¯®« £ ¥¬

hf � g; 'i = hf; hg; '(x+ y)iyix: (10)
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�­¤¥ª±» ±¯° ¢  ³ª §»¢ ¾², ¯® ª ª¨¬ ¯¥°¥¬¥­­»¬ ¤¥©±²¢³¾² ®¡®¡¹¥­­»¥
´³­ª¶¨¨ g ¨ f . �­³²°¥­­¨¥ ³£«®¢»¥ ±ª®¡ª¨ ®¯°¥¤¥«¿¾² ®±­®¢­³¾ ´³­ª¶¨¾
®² x. �²® ¢¨¤­® ¨§ ²¥®°¥¬» 2: ¥±«¨

g =
X
j�j�m

@�g�(x); g�(x) 2 C0
0 (R

n); (11)

²®

hg; '(x+ y)iy =
X
j�j�m

(�1)j�j
Z
g�(y)@

�'(x+ y) dy:

�®­¥·­®, ¥±«¨ ¨ f ´¨­¨²­ , ²® ¢ (10) ¬®¦­® ¯®¬¥­¿²¼ f ¨ g °®«¿¬¨. Ǳ®«³-
· ¥²±¿ ®¤­® ¨ ²® ¦¥ (± ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥¬ (8) ¨ (11)):

hf � g; 'i =
X
�;�

(�1)j�j+j�j
ZZ

f(x)g(y)@�+�'(x+ y) dx dy: (12)

Ǳ°¨¬¥°. f � Æ(x) = f ¤«¿ «¾¡®© ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ f .

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, hÆ(y); '(x+ y)iy = '(x).

� ¬¥· ­¨¥. Ǳ³±²¼ K { ª®¬¯ ª² ¢ Rn ¨ ¬» µ®²¨¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±¢¥°²ª³
f � g ²®«¼ª® ­  ®±­®¢­»µ ´³­ª¶¨¿µ '(x) ± ­®±¨²¥«¿¬¨ ¢ K. �®£¤  ­®±¨²¥«¨
®±­®¢­»µ ´³­ª¶¨© hg; '(x+ y)iy ²®¦¥ «¥¦ ² ¢ ­¥ª®²®°®¬ ª®¬¯ ª²¥ K1. �²®
¯®§¢®«¿¥² § ¬¥­¨²¼ f ­   f , £¤¥  { ®±­®¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ° ¢­ ¿ 1 ¢ ®ª°¥±²­®±²¨
ª®¬¯ ª²  K1. Ǳ®½²®¬³ · ±²® ³¤®¡­® ±·¨² ²¼, ·²® ¢ ±¢¥°²ª¥ f � g ´¨­¨²­» ¨
f , ¨ g.

�²¬¥²¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢  ±¢¥°²ª¨, ¤«¿ ¯°®±²®²» ¯®ª  ¯°¥¤¯®« £ ¿, ·²®
° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ´¨­¨²­».

1. �®¬¬³² ²¨¢­®±²¼: f � g = g � f . �­  ³¦¥ ¯°®¢¥°¥­ .
2. �®°¬³«  ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤­»µ: @
(f � g) = (@
f) � g = f � (@
g).
3. �±±®¶¨ ²¨¢­®±²¼ (f � g) � h = f � (g � h); ¬®¦­® ¯¨± ²¼ f � g � h.
4. �¥¯°¥°»¢­®±²¼: ¥±«¨ fn ! f , ²® fn � g ! f � g (®£° ­¨·¨¬±¿ ½²¨ ³²¢¥°-

¦¤¥­¨¥¬).

5. �±«¨ f 2 E 0 ¨ g 2 D, ²® f � g 2 D.
� ¬¥²¨¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®. �²¢¥°¦¤¥­¨¥ 2 ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ´®°-

¬³«» (12). �²¢¥°¦¤¥­¨¥ 3 ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ´®°¬³«» ²¨¯  (12) ¤«¿
±¢¥°²®ª (f � g) � h ¨ f � (g � h). � ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ ¢±¥ ²°¨ ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨
´¨­¨²­» ¨ ­¥¯°¥°»¢­», ²®

h(f � g) � h; 'i =
ZZZ

f(x)g(y)h(z)'(x+ y + z) dx dy dz = hf � (g � h); 'i:

�²¨¬ ¬» ¯°®¢¥°¨«¨ ¨ (4) ¤«¿ ´¨­¨²­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨©. �²¢¥°¦¤¥-
­¨¥ 4 ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ (10). �²¢¥°¦¤¥­¨¥ 5 ¯°®¢¥°¼²¥ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®,
¨±¯®«¼§³¿ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ 2 ¨ ´®°¬³«³ (8).
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�¥®°¥¬ . Ǳ°®±²° ­±²¢® D ¯«®²­® ¢ D0.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª E 0 ¯«®²­® ¢ D0, ²® ¤®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®
D ¯«®²­® ¢ E 0. �±«¨ f 2 E 0, ²® ¢®§¼¬¥¬ ¤¥«¼² ®¡° §­³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼
'j(x) ®±­®¢­»µ ´³­ª¶¨© (±¬. ¯. 7); ¨¬¥¥¬ (±¬. ±¢®©±²¢  ±¢¥°²ª¨ 4 ¨ 5)

f � 'j ! f � Æ(x) = f;

¨ §¤¥±¼ f � 'j 2 D. �
10. �¥¸¥­¨¿ ®¡»ª­®¢¥­­»µ «¨­¥©­»µ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢-

­¥­¨© ¢ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨¿µ. � ±±¬®²°¨¬ ±­ · «  ³° ¢­¥­¨¥

Lu(x) =: u(m) + a1(x)u
(m�1) + � � �+ am(x)u = f(x) (13)

c ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ¨ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®© ¯° ¢®© · ±²¼¾.

�¥®°¥¬ . �¾¡®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (13) ¢ D0(R) ¿¢«¿¥²±¿ ®¡»·­»¬ ¡¥±-

ª®­¥·­® £« ¤ª¨¬ °¥¸¥­¨¥¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �° ¢­¥­¨¥ (13) ±­ · «  ±¢®¤¨²±¿ ª ®¤­®°®¤­®¬³ ³° ¢-
­¥­¨¾ (¢»·¨² ­¨¥¬ · ±²­®£® °¥¸¥­¨¿, ª®²®°®¥ ±³¹¥±²¢³¥² ­  ¢±¥© ®±¨ ¨ ¿¢«¿-
¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¬). � ²¥¬ ®¤­®°®¤­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ¨§¢¥±²­»¬ ®¡° §®¬
±¢®¤¨²±¿ ª ±¨±²¥¬¥ 1-£® ¯®°¿¤ª 

U 0(x) = A(x)U(x) (14)

c ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®© ¬ ²°¨¶¥© A(x). �®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¥¥ ®¡®¡¹¥­-
­»¥ °¥¸¥­¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ ®¡»·­»¬¨ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¬¨ °¥¸¥­¨¿¬¨. Ǳ³±²¼
�(x) { ´³­¤ ¬¥­² «¼­ ¿ ¬ ²°¨¶  ½²®© ±¨±²¥¬». �­  ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¿¢«¿¥²±¿
­¥¢»°®¦¤¥­­®© ¨ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®© ­  ¢±¥© ®±¨. Ǳ®«®¦¨¬ U = �(x)V . �«¿
V ¯®«³· ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥ V 0 = 0. �±² «®±¼ ¯®ª § ²¼, ·²® «¾¡®¥ °¥¸¥­¨¥ ±ª -
«¿°­®£® ³° ¢­¥­¨¿ v0 = 0 ¢ D0 { ¯®±²®¿­­ ¿.

Ǳ³±²¼ '0 { ´¨ª±¨°®¢ ­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§ D c
R
'0 dx = 1. �®£¤  «¾¡³¾ ´³­ª-

¶¨¾ ' ¨§ D ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥

' =  + h'0; £¤¥ h =

Z
'dx ¨

Z
 dx = 0:

�³­ª¶¨¿  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ­ ¯¨± ­­»¬ ° ¢¥­±²¢®¬. �²® ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ®² ´³­ª-
¶¨¨ Z x

�1

 (t) dt;

¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¥© D. Ǳ®½²®¬³
hv;  i = 0 ¨ hv; 'i = hC;

£¤¥ C = hv; '0i. C ¤°³£®© ±²®°®­»,

hC;'i = C

Z
 dx+ hC

Z
'0 dx = hC:

�» ¢¨¤¨¬, ·²® v = C. �
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������ 3.

�¯°¥¤¥«¨¬ ¡®«¥¥ ®¡¹¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  ®±­®¢­»µ ¨ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©.
Ǳ³±²¼ 
 { ®¡« ±²¼ ¢ Rn . Ǳ®«®¦¨¬

D(
) = C10 (
); (1)

½²® ¯°®±²° ­±²¢® ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨© ¢ 
 c ª®¬¯ ª²­»¬¨ ­®±¨²¥«¿¬¨
(«¥¦ ¹¨¬¨ ¢­³²°¨ 
). � ª ¨ ¢ ±«³· ¥ 
 = Rn , ½²® «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, ¨
±µ®¤¨¬®±²¼ ¢ ­¥¬ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ² ª: 'j ! ', ¥±«¨ ­®±¨²¥«¨ ¢±¥µ ½²¨µ ´³­ª¶¨©
«¥¦ ² ¢ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ ª®¬¯ ª²¥ K � 
 ¨ ­  ­¥¬ @�'j(x) ! @�'(x) ° ¢­®-
¬¥°­® ¯°¨ «¾¡®¬ �. Ǳ°®±²° ­±²¢® D0(
) ®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ
«¨­¥©­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨®­ «®¢ ­ ¤ D(
). � ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥, ª ª ¨
¢ ±«³· ¥ 
 = Rn , ¥±²¼ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥, ³¬­®¦¥­¨¥ ­  ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¥
´³­ª¶¨¨ (®¯°¥¤¥«¥­­»¥ ¢ 
) ¨ ±µ®¤¨¬®±²¼ (±« ¡ ¿).

� · ±²­®±²¨, ¥±«¨ n = 1, ²® ¬®¦­® ¢§¿²¼ 
 = (a; b). �¥®°¥¬  ® ²®¬, ·²®
¢±¥ °¥¸¥­¨¿ ®¡»ª­®¢¥­­®£® ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ± ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤-
ª¨¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ¨ ¯° ¢®© · ±²¼¾ ¿¢«¿¾²±¿ ®¡»·­»¬¨ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤-
ª¨¬¨ °¥¸¥­¨¿¬¨, ° ±¯°®±²° ­¿¥²±¿ ­  ±«³· © ¨­²¥°¢ «  (a; b) ¢¬¥±²® ®±¨, ¤®-
ª § ²¥«¼±²¢® ±®µ° ­¿¥²±¿.

� ±«³· ¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®°  ± ¯¥°¥¬¥­­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨
¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ L = L(x; @), ¢ ±«³· ¥ ®¯¥° ²®°  ± ¯®±²®¿­­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨
L = L(@). �¤¥±¼ @ = d=dx.

�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ®¯¥° ²®° ± ¯®±²®¿­­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨:

Lu(x) = L(@)u(x) := u(m) + a1u
(m�1) + � � �+ amu: (2)

�¯°¥¤¥«¨¬ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ Lu = 0 ª ª ² ª³¾ ´³­ª¶¨¾
E(x), ·²® LE(x) = Æ(x) ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ­  ®±¨. (�³² ²° ¤¨¶¨-
®­­  ­¥ ¢¯®«­¥ ¯° ¢¨«¼­ ¿ ²¥°¬¨­®«®£¨¿; �.�. �¨«®¢ ¯»² «±¿ £®¢®°¨²¼ \´³­-
¤ ¬¥­² «¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ®¯¥° ²®°  L". �® ª« ±±¨ª¨ £®¢®°¨«¨\´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥
°¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ Lu = 0" ¥¹¥ ¤® ¯®¿¢«¥­¨¿ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©. � ª ª®¬
±¬»±«¥, ³¢¨¤¨¬.)

�¥©· ± ¬» ³ª ¦¥¬ ±¯®±®¡ ¯®±²°®¥­¨¿ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®£® °¥¸¥­¨¿ ¨ ¯®ª -
¦¥¬, ·²® ½²® ´³­ª¶¨®­ « ²¨¯  ´³­ª¶¨¨.

Ǳ¥°¢ ¿ ¨¤¥¿ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ¯®«®¦¨²¼ E(x) = u1(x) ¯°¨ x > 0, u2(x)
¯°¨ x < 0, £¤¥ u1(x) ¨ u2(x) { ¤¢  °¥¸¥­¨¿ ®¤­®°®¤­®£® ³° ¢­¥­¨¿ Lu = 0, ®­¨
®¯°¥¤¥«¥­» ­  ¢±¥© ®±¨ (½²® «¨­¥©­»¥ ª®¬¡¨­ ¶¨¨ ´³­ª¶¨© ¨§ ´³­¤ ¬¥­² «¼-
­®© ±¨±²¥¬» °¥¸¥­¨©). �® ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ®¯°¥¤¥«¥­®, ª®­¥·­®, ±
²®·­®±²¼¾ ¤® ¯°¨¡ ¢«¥­¨¿ °¥¸¥­¨¿ ®¤­®°®¤­®£® ³° ¢­¥­¨¿. Ǳ®½²®¬³ ¨§ ­¥£®
¬®¦­® ¢»·¥±²¼ u1(x). �¥¯¥°¼ ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ¢ ¢¨¤¥
´³­ª¶¨¨

E(x) = �(x)u(x); (3)

£¤¥ �(x) { ´³­ª¶¨¿ �¥¢¨± ©¤  ¨ u(x) { (¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®¥) °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿
Lu = 0 ­  ®±¨. �¥©· ± ¬» ³¢¨¤¨¬, ·²® ¤¥«® ±¢®¤¨²±¿ ª ¯®¤¡®°³ ¤ ­­»µ �®¸¨
¤«¿ u(x) ¢ ²®·ª¥ 0.
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�¨´´¥°¥­¶¨°³¿ ª³±®·­®-£« ¤ª³¾ ´³­ª¶¨¾ E(x) ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª-
¶¨© (±¬. ¯. 2), ¯®«³· ¥¬

E 0(x) = Æ(x)u(0) + �(x)u0(x):

Ǳ®«®¦¨¬ u(0) = 0, ·²®¡» ¯°¨ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¨ ­¥ ¯®¿¢¨« ±¼
¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¤¥«¼² -´³­ª¶¨¨. �¥¯¥°¼

E 00(x) = Æ(x)u0(x) + �(x)u00(x):

�±«¨ m ¢¥«¨ª®, ¬» ¯®«®¦¨¬ u0(0) = 0. � ². ¤. �ª®­· ²¥«¼­® ¯®« £ ¥¬

u(0) = � � � = u(m�2)(0) = 0; u(m�1)(0) = 1; (4)

½²¨¬ ¨±·¥°¯»¢ ¥²±¿ ¢®§¬®¦­®±²¼ ¢»¡®°  ¤ ­­»µ �®¸¨. �¥¯¥°¼ ¬» ¨¬¥¥¬

LE(x) = Æ(x)u(m�1)(0) + �(x)[u(m)(x) + a1u
(m�1)(x) + � � �+ amu(x)]

= Æ(x) + �(x)Lu(x) = Æ(x);

·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼. �³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ¯®±²°®¥­®, ½²® ¡¥±ª®­¥·­®
£« ¤ª ¿ ¢­¥ ­ · «  ´³­ª¶¨¿, ¥¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¢ ­³«¥ ¤® ¯®°¿¤ª  m � 2 ­¥-
¯°¥°»¢­»,   ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¯®°¿¤ª  m� 1 ¨¬¥¥² ±ª ·®ª.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ f ­ §»¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®© ¢

®¡« ±²¨ O � Rn , ¥±«¨ ®­  ¤¥©±²¢³¥² ª ª ´³­ª¶¨®­ « ²¨¯  ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®©
´³­ª¶¨¨ f(x) ­  ®±­®¢­»¥ ´³­ª¶¨¨ ± ­®±¨²¥«¿¬¨ ¢ O. �¨­£³«¿°­»¬ ­®±¨²¥-

«¥¬ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ f ­ §»¢ ¥²±¿ ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ § ¬ª­³²®¥ ¬­®¦¥±²¢®, ¢­¥
ª®²®°®£® ½²  ´³­ª¶¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®©. �¡®§­ ·¥­¨¥: sing supp f .

� ¯°¨¬¥°, ±¨­£³«¿°­»© ­®±¨²¥«¼ ¤¥«¼² -´³­ª¶¨¨ Æ(x�x0) ¨ «¾¡®© ¥¥ ¯°®-
¨§¢®¤­®© { ²®·ª  x0. �¨­£³«¿°­»© ­®±¨²¥«¼ ²®«¼ª® ·²® ¯®±²°®¥­­®£® ´³­¤ -
¬¥­² «¼­®£® °¥¸¥­¨¿ { ­ · «® ª®®°¤¨­ ².

�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ­¥®¤­®°®¤­®¥ ³° ¢­¥­¨¥

Lu = f (5)

± ¯®±²®¿­­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨. �¯° ¢  { ®¡»·­ ¿ ¨«¨ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª-
¶¨¿ ¤«¿ ¯°®±²®²» ± ª®¬¯ ª²­»¬ ­®±¨²¥«¥¬. � ¤® ­ ³·¨²¼±¿ ±²°®¨²¼ · ±²­®¥
°¥¸¥­¨¥; ®¡¹¥¥ °¥¸¥­¨¥ ¯®«³· ¥²±¿ ¯°¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ®¡»·­®£® ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤-
ª®£® °¥¸¥­¨¿ ®¤­®°®¤­®£® ³° ¢­¥­¨¿. �²® «¥£ª®:

u0 = E(x) � f (6)

{ · ±²­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (5), ² ª ª ª

Lu0 = (LE(x)) � f = Æ(x) � f = f:

�» ¢¨¤¨¬, ¢ · ±²­®±²¨, ·²® ¯®±²°®¥­¨¥ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®£® °¥¸¥­¨¿ ¨ ¢»-
·¨±«¥­¨¥ ±¢¥°²ª¨ (6) § ¬¥­¿¥² ¯°®¶¥¤³°³ ¢ °¨ ¶¨¨ ¯°®¨§¢®«¼­»µ ¯®±²®¿­­»µ
(° §­¨¶  ­  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ­¥¢¥«¨ª ).
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�²¬¥²¨¬, ·²® ª« ±±¨ª¨ ®¯°¥¤¥«¿«¨ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿
Lu = 0 ª ª ² ª³¾ ´³­ª¶¨¾ E(x), ·²® ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ Lu = f(x) (±¯° ¢  ®¡»·­ ¿
´³­ª¶¨¿) ´®°¬³« 

u0(x) =

Z
E(x� y)f(y) dy

¤ ¥² · ±²­®¥ °¥¸¥­¨¥.
�³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨ ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ ± ¯¥°¥¬¥­-

­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨. �²® ² ª ¿ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ E(x; y) ¯® x, § ¢¨±¿-
¹ ¿ ®² ¯ ° ¬¥²°  y, ·²®

L(x; @x) E(x; y) = Æ(x� y):

�£® ¬®¦­® ±²°®¨²¼, ¥±«¨ ¨§¢¥±²­  ´³­¤ ¬¥­² «¼­ ¿ ±¨±²¥¬  °¥¸¥­¨© ®¤­®-
°®¤­®£® ³° ¢­¥­¨¿. Ǳ®¤³¬ ©²¥, ª ª.

11. �°³£¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  ®¡»·­»µ ¨ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©. �®²
±¯¨±®ª ¯°®±²° ­±²¢, ª®²®°»¥ ­³¦­» ¤ «¼¸¥.

D(Rn) ¨ D0(Rn);

S(Rn) ¨ S 0(Rn);
E(Rn) ¨ E 0(Rn);
D(
) ¨ D0(
);

E(
) ¨ E 0(
);
D(K) ¨ D0(K):

�» ±¥©· ± ®¯°¥¤¥«¨¬ ²¥ ¨§ ½²¨µ ¯°®±²° ­±²¢, ª®²®°»¥ ¥¹¥ ­¥ ¢±²°¥· «¨±¼.
�±¥ ½²¨ ¯°®±²° ­±²¢  «¨­¥©­». Ǳ°®±²° ­±²¢  ¢ ¯¥°¢»µ ²°¥µ ±²°®·ª µ ±¢¿-
§ ­» ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ¢ª«¾·¥­¨¿¬¨:

D � S � E ; E 0 � S 0 � D0: (7)

Ǳ°®±²° ­±²¢® S = S(Rn) { ½²® ¯°®±²° ­±²¢® �®° ­  �¢ °¶  ¡»±²°® ³¡»-
¢ ¾¹¨µ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨©. �­® ±®±²®¨² ¨§ ² ª¨µ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤-
ª¨µ ´³­ª¶¨© '(x), ·²® ¢±¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ x�@�'(x) ®£° ­¨·¥­» (ª ¦¤®¥ ±¢®¥©
¯®±²®¿­­®©). � ­¥¬ ¬®¦­® ¢¢¥±²¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ­®°¬

k'km = max
j�j+j�j�m;x

jx�@�'(x)j; m = 0; 1; : : : : (8)

�µ®¤¨¬®±²¼ ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ² ª: 'j ! ', ¥±«¨ k'j�'km !
0 ¯°¨ ¢±¥µ m.

Ǳ°®±²° ­±²¢® S 0 = S 0(Rn ) (²®¦¥ �¢ °¶ ) ±®±²®¨² ¨§ «¨­¥©­»µ ­¥¯°¥°»¢-
­»µ ´³­ª¶¨®­ «®¢ ­ ¤ S(Rn); �¢ °¶ ¨µ ­ §¢ « ³¬¥°¥­­»¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿¬¨.

�²®¬³ ¯°®±²° ­±²¢³ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ´³­ª¶¨®­ « ²¨¯  «®ª «¼­® ¨­²¥£°¨°³¥-
¬®© ´³­ª¶¨¨ g(x), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ­¥° ¢¥­±²¢³ ¢¨¤ 

jg(x)j � C(1 + jxj)N (9)
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¯°¨ ª ª®¬-­¨¡³¤¼ ­ ²³° «¼­®¬ N . � ª¨¥ ´³­ª¶¨¨ ­ §»¢ ¾² ¬¥¤«¥­­® ° ±²³-
¹¨¬¨.

� ¯°®±²° ­±²¢¥ S 0(Rn) ®¯°¥¤¥«¥­» ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥ ¨ ³¬­®¦¥­¨¥ ­  ¡¥±-
ª®­¥·­® £« ¤ª³¾ ´³­ª¶¨¾, ³ ª®²®°®© ª ¦¤ ¿ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¥±²¼ ´³­ª¶¨¿ ¬¥¤-
«¥­­®£® °®±²  (¯°®¢¥°¼²¥), ¨ (±« ¡ ¿) ±µ®¤¨¬®±²¼.

�³¤¥² ¤®ª § ­ 

�¥®°¥¬ . �¡¹¨© ¢¨¤ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ f ¨§ S 0 { ½²® ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ­¥-
ª®²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ®² ­¥¯°¥°»¢­®© ´³­ª¶¨¨

³¬¥°¥­­®£® °®±² :

f = @�g(x);

£¤¥ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿ g(x) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ­¥° ¢¥­±²¢³ ¢¨¤  (9).

Ǳ°®±²° ­±²¢® E = E(Rn) ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨©.
�µ®¤¨¬®±²¼ ¢ ­¥¬ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ° ¢­®¬¥°­ ¿ ±µ®¤¨¬®±²¼ ±® ¢±¥¬¨ ¯°®-
¨§¢®¤­»¬¨ ­  «¾¡®¬ ª®¬¯ ª²¥ K � Rn : 'j ! ', ¥±«¨ @�'j(x) ! @�'(x)
° ¢­®¬¥°­® ­  «¾¡®¬ ª®¬¯ ª²¥ ¯°¨ «¾¡®¬ �. �®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯®«³­®°¬»,
­ ¯°¨¬¥°, ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

k'km = max
j�j�m�1;jxj�m

j@�'(x)j; m = 1; 2; : : : : (10)

Ǳ®«³­®°¬  ®²«¨· ¥²±¿ ®² ­®°¬» ²¥¬, ·²® ¨§ ¥¥ ° ¢¥­±²¢  ­³«¾ ­  ¤ ­­®©
´³­ª¶¨¨ ­¥ ±«¥¤³¥², ·²® ½²  ´³­ª¶¨¿ ° ¢­  ­³«¾. �±­®, ·²® 'j ! ' ¢ ½²®¬
¯°®±²° ­±²¢¥, ¥±«¨ k'j � 'km ! 0 ¯°¨ ¢±¥µ m.

Ǳ°®±²° ­±²¢® E 0 = E 0(Rn) { ½²® ³¦¥ §­ ª®¬®¥ ­ ¬ ¯°®±²° ­±²¢® ®¡®¡¹¥­-
­»µ ´³­ª¶¨© ± ª®¬¯ ª²­»¬¨ ­®±¨²¥«¿¬¨. � ¬ ¯°¥¤±²®¨² ¯®ª § ²¼, ·²® ®­®
±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯°®±²° ­±²¢®¬ «¨­¥©­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨®­ «®¢ ­ ¤ E . �²®
¯®²°¥¡³¥² ­¥ª®²®°®© ¯®¤£®²®¢ª¨.

� ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ®¯°¥¤¥«¥­» ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥, ³¬­®¦¥­¨¥ ­  ¡¥±ª®-
­¥·­® £« ¤ª³¾ ´³­ª¶¨¾ ¨ (±« ¡ ¿) ±µ®¤¨¬®±²¼.

Ǳ°®±²° ­±²¢® E(
) { ½²® ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¥ ´³­ª¶¨¨ ¢ ®¡« ±²¨ 
. �µ®¤¨-
¬®±²¼ { ° ¢­®¬¥°­ ¿ ±® ¢±¥¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ­  ª®¬¯ ª² µ, «¥¦ ¹¨µ ¢­³²°¨

. � · ±²­®±²¨, ¯®«³­®°¬» ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ª®¬¯ ª²®¢

fx 2 
 : jxj � m; �(x; @
) � 1=mg; m = 1; 2; : : : ; (11)

£¤¥ �(x; @
) { ° ±±²®¿­¨¥ ®² ²®·ª¨ x ¤® £° ­¨¶» @
 ®¡« ±²¨ 
. �»¯¨¸¨²¥
½²¨ ¯®«³­®°¬».

Ǳ°®±²° ­±²¢® D(K) ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ´³­ª¶¨© ¨§ D(Rn ), ­®±¨²¥«¨ ª®²®°»µ
±®¤¥°¦ ²±¿ ¢ § ¤ ­­®¬ ª®¬¯ ª²¥ K. (�¬¥±²® Rn ¬®¦­® ¢§¿²¼ ®¡« ±²¼ 
,
±®¤¥°¦ ¹³¾ K.) �±²¥±²¢¥­­»¥ ­®°¬» ¢ D(K) { ½²®

k'km;K = maxj�j�m;xj@�'(x)j; m = 0; 1; : : : : (12)

� ª®­¥¶, ¯°®±²° ­±²¢® D0(K) ±®±²®¨² ¨§ «¨­¥©­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨®-
­ «®¢ ­ ¤ D(K).
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�±¥¬¨ ½²¨¬¨ ¯°®±²° ­±²¢ ¬¨ ¯®«¼§®¢ «±¿ �®° ­ �¢ °¶. �±²¼ ¬­®£® ¤°³-
£¨µ ¯®«¥§­»µ ¯°®±²° ­±²¢ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©, ®­¨ ®¡»·­® ¯°¨¤³¬»¢ ¾²±¿
¯®¤ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ § ¤ ·¨.

�¡° ²¨¬ ¢­¨¬ ­¨¥ ­  ²®, ·²® ¢±¥ ¢«®¦¥­¨¿ ¢ (7) ¿¢«¿¾²±¿ ­¥¯°¥°»¢­»¬¨:
cµ®¤¨¬®±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±®µ° ­¿¥²±¿ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ¢ ¡®«¥¥ ¸¨°®ª®¥
¯°®±²° ­±²¢®. �°®¬¥ ²®£®, ¯°®±²° ­±²¢® D ¯«®²­® ¢ S ¨ E . �¥©±²¢¨²¥«¼­®,
¥±«¨  (x) { ´³­ª¶¨¿ ¨§ S ¨«¨ E ,   '(x) { ´³­ª¶¨¿ ¨§ D, ° ¢­ ¿ 1 ¢ ®ª°¥±²­®-
±²¨ ­ · « , ²® '(x=j) (x) !  (x) ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¢ S ¨«¨ E . Ǳ°®¢¥°¼²¥ ½²®.
Ǳ°®¢¥°¼²¥ ² ª¦¥ ¯®«­®²³ ¯°®±²° ­±²¢ S ¨ E .
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������ 4.

12. �·¥²­®-­®°¬¨°®¢ ­­»¥ ¯°®±²° ­±²¢ . Ǳ°®±²° ­±²¢  S, E , E(
),
D(K) ¿¢«¿¾²±¿ ±·¥²­®-­®°¬¨°®¢ ­­»¬¨. Ǳ°¨¢¥¤¥¬ ®¡¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±·¥²­®-
­®°¬¨°®¢ ­­®£® ¯°®±²° ­±²¢ . � ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® X
½«¥¬¥­²®¢ x; y; : : : . �  ­¥¬ ¢¢¥¤¥­  ±·¥²­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¯®«³­®°¬ pm(x),
m = 1; 2; : : : (¨«¨ ­®°¬). Ǳ®«³­®°¬  p(x) { ½²® ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ±®
±¢®©±²¢ ¬¨

p(x+ y) � p(x) + p(y) ¨ °(�x) = j�j°(x)j: (1)

�°®¬¥ ²®£®, ¯®²°¥¡³¥¬, ·²®¡» ¨§ ° ¢¥­±²¢ pm(x) = 0 ¯°¨ ¢±¥µ m ±«¥¤®¢ «®,
·²® x = 0. �µ®¤¨¬®±²¼ xj ! x ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ² ª:

pm(xj � x)! 0 ¯°¨ ¢±¥µ m:

�¥ ®£° ­¨·¨¢ ¿ ®¡¹­®±²¨, ¬®¦­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼
¯®«³­®°¬ ¬®­®²®­­ : pm(x) � pm+1(x) ¯°¨ ¢±¥µ x ¨§ m. (�¥©±²¢¨²¥«¼­®, pm
¬®¦­® § ¬¥­¨²¼ ­  p1+ � � �+ pm ¯°¨ ¢c¥µ m.) �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ½²® ³±«®¢¨¥
¢»¯®«­¥­®.

�·¥²­®-­®°¬¨°®¢ ­­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ¬®¦­® ¯°¥¢° ²¨²¼ ¢ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥
¯°®±²° ­±²¢®, ®¯°¥¤¥«¨¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·¥ª ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

Om;"(x) = fy : pm(x� y) < "g (2)

(" > 0). �²® ¯°®±²° ­±²¢® µ ³±¤®°´®¢®: «¾¡»¥ ¤¢¥ ²®·ª¨ ¨¬¥¾² ­¥¯¥°¥±¥ª ¾-
¹¨¥±¿ ®ª°¥±²­®±²¨. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨ pm(x� y) = Æ > 0 ¯°¨ ª ª®¬-­¨¡³¤¼
m, ²® ¤®±² ²®·­® ¢§¿²¼ Om;Æ=2(x) ¨ Om;Æ=2(y).

� «¥¥, ½²® ¯°®±²° ­±²¢® ¬¥²°¨§³¥¬®: ¬¥²°¨ª³ (° ±±²®¿­¨¥) ¢¢®¤¨¬ ´®°-
¬³«®©

�(x; y) =
1X
k=1

1

2k
pk(x� y)

1 + pk(x� y)
: (3)

�ª±¨®¬» ¬¥²°¨ª¨ «¥£ª® ¯°®¢¥°¿¾²±¿: ½²  ´³­ª¶¨¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ , ° ¢­ 
­³«¾ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  x = y, ±¨¬¬¥²°¨·­ , ².¥. �(x; y) = �(y; x),
¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ­¥° ¢¥­±²¢³ ²°¥³£®«¼­¨ª  (¯®±«¥¤­¥¥ ¯°®¢¥°¼²¥ ± ¬¨). �¥-
²°¨ª  ¨­¢ °¨ ­²­  ®²­®±¨²¥«¼­® ±¤¢¨£®¢: �(x� y) = �(x� z; y � z). �µ®¤¨-
¬®±²¼ xj ! x, ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ¢»¸¥, ° ¢­®±¨«¼­  ±µ®¤¨¬®±²¨ ¢ ½²®¬ ¬¥²°¨·¥-
±ª®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ±¯° ¢¥¤«¨¢® ­¥° ¢¥­±²¢®

�(x; ³) � pm(x� y)
mX
k=1

1

2k
+

1X
k=m+1

1

2k
< pm(x� y) +

1

2m
; (4)

¨§ ­¥£® «¥£ª® ±«¥¤³¥², ·²® ¨§ ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯® ¯®«³­®°¬ ¬ ±«¥¤³¥² ±µ®¤¨¬®±²¼
¯® ¬¥²°¨ª¥. �¡° ²­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ±«¥¤³¥² ¨§ ­¥° ¢¥­±²¢ 

pm(x� y)

1 + pm(x� y)
� 2m�(x; y) (5)
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¯°¨ «¾¡®¬ m. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¨§ ­¥£® ¢»²¥ª ¥², ·²®

¥±«¨ 2m�(x; y) < " < 1=2; ²® pm(x� y) � "=(1� ") < 2": (6)

Ǳ³±²¼ ²¥¯¥°¼ f(x) { ´³­ª¶¨®­ « (·¨±«®¢ ¿ ´³­ª¶¨¿) ­  ±·¥²­®-­®°¬¨°®¢ ­­®¬
¯°®±²° ­±²¢¥ X. �£® ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ¢ ²®·ª¥ y ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¤¢³¬¿ ±¯®±®-
¡ ¬¨. 1) Ǳ® " > 0 ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ Æ > 0, ·²® jf(x)�f(y)j < " ¯°¨ �(x; y) < Æ. 2)
f(xj) ! f(y) ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ xj, ±µ®¤¿¹¥©±¿ ª y. �ª¢¨¢ «¥­²-
­®±²¼ ½²¨µ ®¯°¥¤¥«¥­¨© ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¢ ²®·­®±²¨ ² ª ¦¥, ª ª ¢ ®¡»·­®¬ ª³°±¥
 ­ «¨§ . �²® ®¡¹¨© ´ ª² ¤«¿ ´³­ª¶¨®­ «®¢ ­  ¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ µ.
�³­ª¶¨®­ « ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­»¬, ¥±«¨ ®­ ­¥¯°¥°»¢¥­ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥.
�±«¨ ´³­ª¶¨®­ « «¨­¥¥­, ²® ¯®±ª®«¼ª³ ° ±±²®¿­¨¥ ¨­¢ °¨ ­²­® ®²­®±¨²¥«¼­®
±¤¢¨£®¢, ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ±«¥¤³¥² ¨§ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ¢ ®¤­®© ²®·ª¥, ­ ¯°¨¬¥°,
¢ ­³«¥.

�«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  ¡³¤¥² ¤«¿ ­ ± ®·¥­¼ ¯®«¥§­ .

�¥®°¥¬  1. �¥¯°¥°»¢­®±²¼ «¨­¥©­®£® ´³­ª¶¨®­ «  f(x) ° ¢­®±¨«¼­  ¥£®
®£° ­¨·¥­­®±²¨ ¯® ª ª®©-­¨¡³¤¼ ¨§ ¯®«³­®°¬: ­ ©¤³²±¿ ² ª¨¥ m ¨ C > 0,
·²®

jf(x)j � Cpm(x): (7)

�®ª § ²¥«¼±²¢® ®±­®¢ ­® ­  ­¥° ¢¥­±²¢¥ (4) ¨ ³²¢¥°¦¤¥­¨¨ (6). Ǳ³±²¼
¢»¯®«­¥­® ³±«®¢¨¥ (7); ¯°®¢¥°¨¬, ·²® ­ ¸ ´³­ª¶¨®­ « ±²°¥¬¨²±¿ ª 0 ¯°¨
�(x; 0) ! 0. � ¤ ¤¨¬ " > 0 ¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® 2m�(x; 0) � Æ < 1=2. �®£¤  ¢
±¨«³ (6) pm(x) < 2Æ. Ǳ®½²®¬³ ¥±«¨ ¤®¯®«­¨²¥«¼­® 2CÆ < ", ²® ¨§ (7) ±«¥¤³¥²,
·²® jf(x)j < ".

Ǳ³±²¼ ²¥¯¥°¼ ´³­ª¶¨®­ « f(x) ±²°¥¬¨²±¿ ª 0 ¯°¨ �(x; 0) ! 0. �®£¤ , ¢
· ±²­®±²¨, ¯® " = 1 ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ Æ > 0, ·²® ¨§ �(x; 0) < Æ ±«¥¤³¥² jf(x)j � 1.
�®£« ±­® (4) ¨¬¥¥¬ ¯°¨ «¾¡®¬ m

�(x; 0) < pm(x) +
1

2m
:

�»¡¥°¥¬ m ² ª, ·²® 1=(2m) < Æ=2. �®£¤  ¨§ pm(x) < Æ=2 ±«¥¤³¥² jf(x)j < 1.
�¥¯¥°¼ ®² ¯°®²¨¢­®£® ¯°®¢¥°¿¥²±¿, ·²® ¥±«¨ pm(x) > 0, ²®

jf(x)j � 2

Æ
pm(x);

² ª ª ª f ¨ pm ¯°¨ § ¬¥­¥ x ­  �x ³¬­®¦ ¾²±¿ ­  j�j. �±«¨ ¦¥ pm(x) = 0,
²® ¨§  ­ «®£¨·­»µ ±®®¡° ¦¥­¨© ¯®«³· ¥²±¿, ·²® f(x) = 0. � ª¨¬ ®¡° §®¬,
­¥° ¢¥­±²¢® (7) ¯®«³· ¥²±¿ ± ¯®±²®¿­­®© C = 2=Æ. �

�¥®°¥¬  2. Ǳ°®±²° ­±²¢® «¨­¥©­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨®­ «®¢ ­ ¤ E
±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯°®±²° ­±²¢®¬ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ¨§ D0 ± ª®¬¯ ª²­»¬¨ ­®-

±¨²¥«¿¬¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ³±²¼ f { «¨­¥©­»© ­¥¯°¥°»¢­»© ´³­ª¶¨®­ « ­ ¤ E .
�®£¤  ¢ ±¨«³ ²¥®°¥¬» 1

jhf; 'ij � C sup
j�j�m;jxj�m

j@�'(x)j;
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£¤¥ m ¨ C ­¥ § ¢¨±¿² ®² '. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® hf; 'i = 0, ¥±«¨ ­®±¨²¥«¼
´³­ª¶¨¨ ' ­¥ ¨¬¥¥² ®¡¹¨µ ²®·¥ª, ±ª ¦¥¬, ± ¸ °®¬ ° ¤¨³±  m+ 1 c ¶¥­²°®¬
¢ ­ · «¥. �­ ·¨², f ¨¬¥¥² ª®¬¯ ª²­»© ­®±¨²¥«¼. �®­¥·­®, ½²®² ­®±¨²¥«¼
¬®¦¥² ¡»²¼ · ±²¼¾ ¯®±«¥¤­¥£® ¸ ° .

�¡° ²­®, ¯³±²¼ f { ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§ D0 ± ª®¬¯ ª²­»¬ ­®±¨²¥«¥¬ ¨
 { ´³­ª¶¨¿ ¨§ D, ° ¢­ ¿ 1 ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ½²®£® ª®¬¯ ª² . �®£¤ 

hf; 'i = hf;  'i
­  ´³­ª¶¨¿µ ' 2 D. �® ¯® ½²®© ´®°¬³«¥ f ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® «¨­¥©­®£® ­¥-
¯°¥°»¢­®£® ´³­ª¶¨®­ «  ­  E . �¬¥­­® ¢ ±¬»±«¥ ¢®§¬®¦­®±²¨ ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ¨
­ ¤® ¯®­¨¬ ²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ · ±²¼ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ²¥®°¥¬». �

13. Ǳ¥°¢ ¿ ¢±²°¥·  ± ±®¡®«¥¢±ª¨¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬ Hm(
). Ǳ³±²¼

 { ®¡« ±²¼ ¢ Rn , ­ ¯°¨¬¥°, ¢±¥ Rn , ¨ m { ¶¥«®¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®¥ ·¨±«®.
� ±±¬®²°¨¬ «¨­¥ « ¢ Cm(
), ±®±²®¿¹¨© ¨§ ´³­ª¶¨©, ¤«¿ ª®²®°»µ ª®­¥·­ 
­®°¬ , ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ° ¢¥­±²¢®¬

kuk2m;
 =
X
j�j�m

Z



j@�u(x)j2dx (8)

�²® «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ±® ±ª «¿°­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬

(u; v)m;
 =
X
j�j�m

Z
@�u(x) @�v(x) dx: (9)

�­® ­¥¯®«­®. �£® ¯®¯®«­¥­¨¥ ¯® ­®°¬¥ (8) ­ §»¢ ¥²±¿ ±®¡®«¥¢±ª¨¬ ¯°®±²° ­-

±²¢®¬ Hm(
). �°³£®¥ ®¡®§­ ·¥­¨¥: Wm
2 (
). Ǳ°¨ m = 0 ½²® ®¡»·­®¥ L2(
).

�» ®²ª« ¤»¢ ¥¬ ­  ¡³¤³¹¥¥ ¯®¤°®¡­®¥ ° ±±¬®²°¥­¨¥ ½²®£® ¨ ¡®«¥¥ ®¡¹¨µ
±®¡®«¥¢±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢. Ǳ®ª  ®­¨ ­ ¬ ­³¦­» ²®«¼ª® ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¤®-
ª § ²¼ ²¥®°¥¬³ 2 ¨§ ¯. 8 ®¡ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ ± ª®¬¯ ª²­»¬
­®±¨²¥«¥¬ (¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¡³¤¥² ¯°®¢¥¤¥­® ¢ ¯. 14).

�²¬¥²¨¬ ±«¥¤³¾¹¥¥. E±«¨ ¯°¨ ¯®¯®«­¥­¨¨ ¯®¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥­² u ª ª ¯°¥¤¥«
®¡»·­»µ £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨© uk(x) ¯® ­®°¬¥, ®¯°¥¤¥«¥­­®© ¢ (8), ²® ½²®, ª®­¥·­®,
´³­ª¶¨¿ ¨§ L2(
): u = u(x). Ǳ°®¨§¢®¤­»¥ @�uk(x) ¯®°¿¤ª®¢ j�j � m ²®¦¥
¨¬¥¾² ¯°¥¤¥«» ¢ L2(
), ¬» ¨µ ®¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ @�u(x) ¨ ­ §®¢¥¬ ®¡®¡¹¥­­»¬¨
¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ´³­ª¶¨¨ u(x) ¯®°¿¤ª  � ¢ ±¬»±«¥ �.�. �®¡®«¥¢ . � ¤ «¼­¥©¸¥¬
¬» ³¢¨¤¨¬, ·²® ½²® ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©! �®°¬  ¢ (8) ¨
±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ (9) ±®µ° ­¿¾² ±¬»±« ¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥­²®¢ ¯°®±²° ­±²¢ 
Hm(
). �²®, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, £¨«¼¡¥°²®¢® ¯°®±²° ­±²¢®.

�±«¨ H { £¨«¼¡¥°²®¢® ¯°®±²° ­±²¢® ±® ±ª «¿°­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ hu; vi,
²® ±®£« ±­® ²¥®°¥¬¥ �. �¨±±  ®¡¹¨© ¢¨¤ «¨­¥©­®£® ­¥¯°¥°»¢­®£® ´³­ª¶¨®-
­ «  f(u) ­ ¤ H ¢»° ¦ ¥²±¿ ´®°¬³«®© f(u) = (u;w), £¤¥ w { ´¨ª±¨°®¢ ­­»©
½«¥¬¥­² ¨§ H. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ®¡¹¨© ¢¨¤ «¨­¥©­®£® ­¥¯°¥°»¢­®£® ´³­ª-
¶¨®­ «  f(u) ­ ¤ ¯°®±²° ­±²¢®¬ Hm(
) ¢»° ¦ ¥²±¿ ´®°¬³«®©

f(u) =
X
j�j�m

Z



@�u(x)w�(x) dx; (10)
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£¤¥ w�(x) { ­¥ª®²®°»¥ ´¨ª±¨°®¢ ­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ¨§ L2(
).

�³¤¥¬ ¤«¿ ¯°®±²®²» ±·¨² ²¼, ·²® ®¡« ±²¼ 
 ¨«¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± Rn , ¨«¨ ±®-
¢¯ ¤ ¥² ± ¯®«³¯°®±²° ­±²¢®¬, ¨«¨ ®£° ­¨·¥­  ¨ ¨¬¥¥² £« ¤ª³¾ (ª« ±±  C1)
£° ­¨¶³.

Ǳ®§¤­¥¥ ¡³¤¥² ¤®ª § ­  ²¥®°¥¬  ¢«®¦¥­¨¿, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹ ¿ C.�. �®¡®«¥¢³:

Te®°¥¬ . Ǳ°¨ m > n=2 ¯°®±²° ­±²¢® Hm(
) ­¥¯°¥°»¢­® ¢«®¦¥­® ¢ ¯°®-

±²° ­±²¢® C0(
) ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ±¬»±«¥: ª ¦¤»© ½«¥¬¥­² u(x) ¯°®±²° ­±²¢ 
Hm(
) { ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿ (¡»²¼ ¬®¦¥², ¯®±«¥ ¨±¯° ¢«¥­¨¿ ­  ¬­®¦¥-

±²¢¥ ­³«¥¢®© ¬¥°»), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ­¥° ¢¥­±²¢³

ju(x)j � Ckukm;
; (11)

£¤¥ ¯®±²®¿­­ ¿ C § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ®¡« ±²¨ 
. �±«¨ m > N + n=2, £¤¥ N
{ ­ ²³° «¼­®¥ ·¨±«®, ²® ¢  ­ «®£¨·­®¬ ±¬»±«¥ ¯°®±²° ­±²¢® Hm(
) ­¥¯°¥-
°»¢­® ¢«®¦¥­® ¢ ¯°®±²° ­±²¢® CN (
), ¯°¨ ½²®¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ­¥° ¢¥­±²¢®

j@�u(x)j � CNkukm;
 (j�j � N): (12)

14. �²°³ª²³°  ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ± ª®¬¯ ª²­»¬¨ ­®±¨²¥«¿¬¨.
�­ · «  ¬» ¢»¿±­¨¬ ±²°³ª²³°³ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ¨§ D(K), £¤¥

K = Ka = fx : jxjj � a; j = 1; : : : ; ng; (13)

a { ¯®«®¦¨²¥«¼­®¥ ·¨±«®. �³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ½²® ¬­®¦¥±²¢® ª³¡®¬. �®¦­®
° ±±¬®²°¥²¼ ¨ §­ ·¨²¥«¼­® ¡®«¥¥ ®¡¹¨¥ ª®¬¯ ª²».

� ¯°®±²° ­±²¢¥ DK ³ ­ ± ¢¢¥¤¥­  ±¨±²¥¬  ­®°¬

k'km = max
j�j�m;x2�

j@�'(x)j (14)

�¢¥¤¥¬ ¢²®°³¾ ±¨±²¥¬³ { ±®¡®«¥¢±ª¨µ ­®°¬

k'k0m =

" X
j�j�m

Z



j@�'(x)j2dx
#1=2

; (15)

£¤¥ m ² ª¦¥ ¯°®¡¥£ ¥² ¢±¥ ¶¥«»¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ ·¨±« ,   
 {¢­³²°¥­­®±²¼
ª³¡  K.

�²¨ ¤¢¥ ±¨±²¥¬» ½ª¢¨¢ «¥­²­» ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ±¬»±«¥: ¤«¿ ª ¦¤®£® m ­ ©-
¤³²±¿ ² ª¨¥ m0 ¨ Cm, ·²® k'km � Cmk'k0m0 , ¨ ­ ®¡®°®². �¥©±²¢¨²¥«¼­®,
®·¥¢¨¤­®, ·²®

k'k0m � C 0mk'km;
£¤¥ C 0m «¥£ª® ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ®¡º¥¬ ª³¡  K ¨ m. � ®¡° ²­³¾ ±²®°®­³
³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¨¢¥¤¥­­®© ¢»¸¥ ²¥®°¥¬» ¢«®¦¥­¨¿.
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Ǳ®½²®¬³ ±µ®¤¨¬®±²¼ ¢ D(K) ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¿²¼ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ±®¡®«¥¢±ª¨µ
­®°¬ (15). Ǳ³±²¼ f(') { «¨­¥©­»© ­¥¯°¥°»¢­»© ´³­ª¶¨®­ « ­ ¤ D(K). �®-
£« ±­® ²¥®°¥¬¥ 1 ¢ ¯. 12 ®­ ®£° ­¨·¥­ ¯® ­¥ª®²®°®© ±®¡®«¥¢±ª®© ­®°¬¥:

jf(')j � Ck'k0m: (16)

�®£¤  ®­ ­¥¯°¥°»¢­® ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ (± ±®µ° ­¥­¨¥¬ ½²®£® ­¥° ¢¥­±²¢ ) ­  § -
¬»ª ­¨¥ «¨­¥ «  D(K) ¢ Hm(
). �²® ­¥ ¢±¥ ±®¡®«¥¢±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® Hm(
)
(³¢¨¤¨¬ ½²® ¯®§¦¥),   ­¥ª®²®°®¥ (§ ¬ª­³²®¥) ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® ¢ ­¥¬. �® ¯®
²¥®°¥¬¥ � ­ {� ­ µ  ­ ¸ ´³­ª¶¨®­ « ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ²¥¯¥°¼ ¤® «¨­¥©­®£® ­¥-
¯°¥°»¢­®£® ´³­ª¶¨®­ «  ­  ¢±¥¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ Hm(
).

�»¸¥ ¬» ®²¬¥²¨«¨, ª ª ¢»£«¿¤¨² ² ª®© ´³­ª¶¨®­ «. �³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥
´³­ª¶¨¨ w�(x) 2 L2(
), ·²®

f(') =
X
j�j�m

Z



w�(x)@
�'(x) dx: (17)

�²¨¬ ¬» ¯®ª § «¨, ·²® ª ¦¤ ¿ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§ D(K) { ½²® ª®­¥·­ ¿
±³¬¬  ¯°®¨§¢®¤­»µ ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ®² ´³­ª¶¨©, ¯°¨­ ¤«¥¦ -

¹¨µ L2(
).

�²®² °¥§³«¼² ² ¬» ³¯°®±²¨¬ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬.
� ª ª ª ´³­ª¶¨¨ w�(x) ¯°¨­ ¤«¥¦ ² L2(
), ²® ®­¨ ±³¬¬¨°³¥¬» { ¯°¨­ ¤-

«¥¦ ² L1(
).

Ǳ³±²¼ g(t) ¨ h(t) { ±³¬¬¨°³¥¬»¥ ´³­ª¶¨¨ ®¤­®£® ¯¥°¥¬¥­­®£® ­  ®²°¥§ª¥
[c; d]. Ǳ®«®¦¨¬

G(t) =

Z t

c

g(�) d�; H(t) =

Z t

c

h(�) d� (c � t � d): (18)

�§¢¥±²­®, ·²® ½²®  ¡±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­»¥ ´³­ª¶¨¨ ¨ ·²® ¯®·²¨ ¢±¾¤³ G0(t) =
g(t), H 0(t) = h(t). Ǳ°¨ ½²®¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢  ´®°¬³«  ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬:Z d

c

G(t)h(t) dt+

Z d

c

g(t)H(t) dt = G(d)H(d)�G(c)H(c): (19)

�¬., ­ ¯°¨¬¥°, �. � ª±, �¥®°¨¿ ¨­²¥£° « , ��, 1949, ±²°. 159.

�²® ¯®§¢®«¿¥² ¯°¥®¡° §®¢ ²¼ ¨­²¥£° «»Z



w�(x)@
�'(x) dx

±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �·¨² ¿, ·²® ½²®² ¨­²¥£° « § ¯¨± ­ ¢ ¢¨¤¥ ¯®¢²®°­»µ
¨­²¥£° «®¢ ¯® x1; : : : ; xn�1 ®² ¨­²¥£° «  ¯® xn, ¯°¥®¡° §³¥¬ ¯®±«¥¤­¨© ¨­²¥-
£°¨°®¢ ­¨¥¬ ¯® · ±²¿¬: ¯°¨ ¯®·²¨ ¢±¥µ x0 = (x1; : : : ; xn�1) ´³­ª¶¨¾ w�(x

0; xn)
§ ¬¥­¨¬ ¥¥ ¨­²¥£° «®¬ ¯® ¯®±«¥¤­¥¬³ ¯¥°¥¬¥­­®¬³ ®² �a ¤® xn, a ´³­ª¶¨¾
@�'(x0; xn) ¯°®¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ¯® ½²®¬³ ¯¥°¥¬¥­­®¬³. � ²¥¬, ¯®«¼§³¿±¼ ²¥®-
°¥¬®© �³¡¨­¨, ¯®¬¥­¿¥¬ ¬¥±² ¬¨ ¨­²¥£° «» ¯® ¤¢³¬ ¯®±«¥¤­¨¬ ¯¥°¥¬¥­­»¬
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¨ ¯®¢²®°¨¬ ®¯¥° ¶¨¾ ³¦¥ ¯® ¯¥°¥¬¥­­®¬³ xn�1. � ².¤. � °¥§³«¼² ²¥ ´³­ª-
¶¨¿ w�(x) § ¬¥­¨²±¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ´³­ª¶¨¥©,   ¯®°¿¤®ª ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿
´³­ª¶¨¨ ' ¯®¢»±¨²±¿ ­  ¥¤¨­¨¶³ ¯® ª ¦¤®¬³ ¯¥°¥¬¥­­®¬³.

� ²¥¬ ¬®¦­® ¢»°®¢­¿²¼ ¢±¥ ¯®°¿¤ª¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ { § ¬¥­¨²¼ ¨µ
­ ¨¡®«¼¸¨¬¨.

�» ¯®«³·¨«¨ ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ². �¾¡ ¿ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§ D0(K)
¿¢«¿¥²±¿ ´³­ª¶¨®­ «®¬ ²¨¯  ¯°®¨§¢®¤­®© ­¥ª®²®°®£® ¯®°¿¤ª  ®² ´³­ª¶¨¨,

­¥¯°¥°»¢­®© ¢ K. �·¥¢¨¤­®, ·²® ¨ ­ ®¡®°®², ² ª®© ´³­ª¶¨®­ « ¿¢«¿¥²±¿
®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¥© ¨§ D(K). �­ ·¨², ¬» ¯®«­®±²¼¾ ®¯¨± «¨ D(K).

�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ®¡®¡¹¥­­³¾ ´³­ª¶¨¾ f ¨§ E 0. �» ³¦¥ §­ ¥¬, ·²® ®­ 
¨¬¥¥² ª®¬¯ ª²­»© ­®±¨²¥«¼. Ǳ³±²¼  (x) { ´³­ª¶¨¿ ¨§ D, ° ¢­ ¿ 1 ¢ ®ª°¥±²-
­®±²¨ ½²®£® ­®±¨²¥«¿. �®£¤  f =  f . Ǳ³±²¼ a ­ ±²®«¼ª® ¢¥«¨ª®, ·²® ­®±¨²¥«¼
´³­ª¶¨¨  ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ Ka. �®£¤  ¤®±² ²®·­® ¢»¿±­¨²¼, ª ª f ¤¥©±²¢³¥²
­  ®±­®¢­»¥ ´³­ª¶¨¨ ¨§ D(K). �® ½²® ¬» ³¦¥ §­ ¥¬: ª ª ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ­¥ª®-
²®°®£® ¯®°¿¤ª  � ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ®² ­¥ª®²®°®© ­¥¯°¥°»¢­®©
´³­ª¶¨¨ g(x) ­  K.

� ª¨¬ ®¡° §®¬,

hf; 'i =
Z
K

g(x)@�[ (x)'(x)] dx: (20)

�¤¥±¼ ¬» ¬®¦¥¬ ¯°®¨§¢®«¼­® ¯°®¤®«¦¨²¼ ´³­ª¶¨¾ g(x) ¢­¥ Ka. Ǳ°®¤®«¦¨¬
¥¥ ² ª, ·²®¡» ¯®«³·¨« ±¼ ´³­ª¶¨¿, ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ­  Rn ¨ ° ¢­ ¿ 0 ¢­¥ Ka+",
" > 0. � ª®­¥¶, ¢»·¨±«¨¬ ¯°®¨§¢®¤­³¾ @�[ '] ¯® ´®°¬³«¥ �¥©¡­¨¶ . Ǳ®«³-
·¨¬

hf; 'i =
Z X

f�(x)@
�'(x) dx; (21)

£¤¥ ±³¬¬  ª®­¥·­  ¨ f�(x) { ´¨­¨²­»¥ ­¥¯°¥°»¢­»¥ ´³­ª¶¨¨.
�¡° ²­®, ª ¦¤»© ² ª®© ´³­ª¶¨®­ « ­  D ¿¢«¿¥²±¿ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¥©

± ª®¬¯ ª²­»¬ ­®±¨²¥«¥¬. �¥®°¥¬  2 ¨§ ¯. 8 ¤®ª § ­ .
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������ 5.

15. �²°³ª²³°  ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©, ±®±°¥¤®²®·¥­­»µ ¢ ²®·ª¥.
�¤¥±¼ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ 1 ¨§ ¯. 8.

Ǳ³±²¼ f { ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§ D0, ±®±°¥¤®²®·¥­­ ¿ ¢ ­³«¥. � ±¨«³ ²¥®-
°¥¬» 1 ¨§ ¯. 12, ­ ©¤³²±¿ ² ª¨¥ C, m ¨ h, ·²®

jhf; 'ij � C max
j�j�m;jxj�h

j@�'(x)j: (1)

�®¯®±² ¢¨¬ ´³­ª¶¨¨ ' ­ ¡®° §­ ·¥­¨© ¥¥ ¯°®¨§¢®¤­»µ ¢ ­³«¥ ¤® ¯®°¿¤ª  m;
®­ ­ §»¢ ¥²±¿ ±²°³¥© ¯®°¿¤ª  m ½²®© ´³­ª¶¨¨ ¢ ­³«¥:

jm('; 0) = f@�'(0) : j�j � mg (2)

(jet=±²°³¿). Ǳ®ª ¦¥¬, ·²®

jm('; 0) = 0) hf; 'i = 0: (3)

�²±¾¤  ¡³¤¥² ±«¥¤®¢ ²¼, ·²® hf; 'i ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª «¨­¥©­»© ­¥-
¯°¥°»¢­»© ´³­ª¶¨®­ « ­  ª®­¥·­®¬¥°­®¬ «¨­¥©­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ±²°³© (2),
  ² ª®© ´³­ª¶¨®­ «, ª ª ¨§¢¥±²­®, ¨¬¥¥² ¢¨¤ ª®­¥·­®© «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ ¶¨¨P

j�j�m c�@
�'(0). �² ª, ¯³±²¼ jm('; 0) = 0.

Ǳ³±²¼  (x) { ´³­ª¶¨¿ ¨§ D, ° ¢­ ¿ 1 ¯°¨ jxj � 1=2 ¨ 0 ¯°¨ jxj � 1. Ǳ®«®¦¨¬
 "(x) =  (x="). � ª ª ª f ±®±°¥¤®²®·¥­  ¢ ­³«¥, ²®

hf; 'i = hf;  "'i (4)

¯°¨ «¾¡®¬ " > 0. �¥¯¥°¼ ¤®±² ²®·­® ¯®ª § ²¼, ·²® §¤¥±¼ ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ±²°¥-
¬¨²±¿ ª 0 ¯°¨ "! 0. � ±¨«³ (1) ¤«¿ ½²®£®, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ¤®±² ²®·­® ¯°®¢¥-
°¨²¼, ·²® ¯°¨ j�j � m

max
x

j@�[ "(x)'(x)]j ! 0 ("! 0): (5)

Ǳ® ´®°¬³«¥ �¥©¡­¨¶ 

@�[ "(x)'(x)] =
X

�+
=�

c�;
@
� "(x) � @
'(x): (6)

�¤¥±¼

@� "(x) = "�j�j(@� )(x=");

@
'(x) = O("m+1�j
j) ­  supp ":

Ǳ®½²®¬³ ¢»° ¦¥­¨¥ (6) ¥±²¼ O("m+1�j�j) ° ¢­®¬¥°­® ¯® x, ² ª ·²® ®­® ±²°¥-
¬¨²±¿ ª 0 ¯°¨ "! 0. �
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16. �²°³ª²³°  ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ¨§ S 0. �¤¥±¼ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ²¥®-
°¥¬³ ¨§ ¯. 12. �®¦­® ¡»«® ¡» ¢¢¥±²¨ ¤«¿ ½²®£® ±®¡®«¥¢±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  ±
¢¥±®¬, ­® ½²® ­ ª« ¤­®; ¢¬¥±²® ½²®£® ¬» ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ²¥®°¥¬®© ®¡ ®¡¹¥¬
¢¨¤¥ «¨­¥©­®£® ­¥¯°¥°»¢­®£® ´³­ª¶¨®­ «  ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ L1 ± ¢¥±®¬. �²¨¬
¦¥ ¯³²¥¬ ¬®¦­® ¡»«® ¡» ¤®ª §»¢ ²¼ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ® ±²°³ª²³°¥ ®¡®¡¹¥­­®©
´³­ª¶¨¨ ¨§ D(Ka) { ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ «¨­¥©­»¥ ­¥¯°¥°»¢­»¥ ´³­ª¶¨®­ «» ­ 
¯°®±²° ­±²¢¥ L1(Ka) ¡¥§ ¢¥± .

�¤®¡­® ¯¥°¥©²¨ ¢ S ±­ · «  ª ±¨±²¥¬¥ ­®°¬

pm(') = max
j�j�m;x

(1 + jxj)mj@�'(x)j: (7)

�²  ±¨±²¥¬  ­®°¬ ½ª¢¨¢ «¥­²­  ±«¥¤³¾¹¥©:

p0m(') = max
j�j�m

Z
(1 + jxj)mj@�'(x)j dx:

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ² ª ª ª (1 + jxj)m = (1 + jxj)m+n+1(1 + jxj)�n�1 ¨ ´³­ª¶¨¿
(1 + jxj)�n�1 ±³¬¬¨°³¥¬ , ²®

p0m(') � Cmpm+n+1('):

C ¤°³£®© ±²®°®­», ¥±«¨ ª®­¥·­» ¢±¥ ¨­²¥£° «¼­»¥ ­®°¬» p0m('), ²® (1 +
jxj)m@�(x) ¢ «¾¡®© ²®·ª¥ ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥Z x1

�1

� � �
Z xn

�1

@(1;:::;1)[(1 + jyj)m@�'(y)] dy:

�²® ¯®§¢®«¿¥² ®¶¥­¨²¼ ª ¦¤³¾ ­®°¬³ pm(') ·¥°¥§ ¨­²¥£° «¼­»¥ ­®°¬» ¯®¤-
µ®¤¿¹¥£® ¡®«¼¸¥£® ¯®°¿¤ª .

Ǳ³±²¼ ²¥¯¥°¼ f 2 S 0. �®£« ±­® ²¥®°¥¬¥ 1 ¨§ ¯. 12 ­ ©¤³²±¿ ² ª¨¥ C ¨ m,
·²®

jhf; 'ij � Cp0m('): (8)

�¥¯¥°¼ ±®¯®±² ¢¨¬ ´³­ª¶¨¨ ' ¢¥ª²®°-´³­ª¶¨¾ f@�'(x)g, £¤¥ j�j � m. �² 
¢¥ª²®°-´³­ª¶¨¿ «¥¦¨² ¢ ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ L1(R

n ; (1 + jxj)m) ± ¢¥±®¬
(1 + jxj)m. �±«¨ ¢¥± { ¥¤¨­¨¶ , ²®, ª ª ¨§¢¥±²­®, ±®¯°¿¦¥­­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®
®²®¦¤¥±²¢«¿¥²±¿ ± ¯°®±²° ­±²¢®¬ L1(R

n ) ®£° ­¨·¥­­»µ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª-
¶¨©, ¯°¨·¥¬ «¾¡®© ­¥¯°¥°»¢­»© «¨­¥©­»© ´³­ª¶¨®­ « ­ ¤ L1(R

n) ¨¬¥¥² ¢¨¤

f(') =

Z
g(x)'(x) dx;

£¤¥ g(x) { ®£° ­¨·¥­­ ¿ ¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³­ª¶¨¿. �­ «®£¨·­® ®¡±²®¨² ¤¥«® ¢ ±«³-
· ¥ L1 c ¢¥±®¬ { ±¬. � ­´®°¤ ¨ �¢ °¶, �¨­¥©­»¥ ®¯¥° ²®°», ². 1, ±²°.314.
Ǳ°®¤®«¦¨¢ ­ ¸ ´³­ª¶¨®­ « ¤® ®£° ­¨·¥­­®£® «¨­¥©­®£® ´³­ª¶¨®­ «  ­  ¢¥ª-
²®°­®¬ ¢¥±®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ L1, ¯®«³· ¥¬, ·²® ®­ °¥ «¨§³¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥X

j�j�m

Z
(1 + jxj)mg�(x)@�'(x) dx;
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£¤¥ g�(x) { ®£° ­¨·¥­­»¥ ¨§¬¥°¨¬»¥ ´³­ª¶¨¨. �·¥¢¨¤­®, ·²®

f�(x) = (1 + jxj)mg�(x)

{ ¨§¬¥°¨¬»¥ ´³­ª¶¨¨ ³¬¥°¥­­®£® °®±² . � ª ª ª ¯°®¨§¢®¤­»¥ @�'(x) ¡»±²°®
³¡»¢ ¾², ²® ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬ ¬®¦­® § ¬¥­¨²¼ ´³­ª¶¨¨
g�(x) ­¥¯°¥°»¢­»¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨,   § ²¥¬ ¢»°®¢­¿²¼ ¯®°¿¤ª¨ ¯°®¨§¢®¤­»µ.
�­²¥£°¨°®¢ ²¼ ´³­ª¶¨¨ f�(x) ¯® ª ¦¤®¬³ ¯¥°¥¬¥­­®¬³ ­ ¤® ¯°¨ ½²®¬ ®² ª®-
­¥·­®© ²®·ª¨, ±ª ¦¥¬, ®² ­³«¿. �» ¢¨¤¨¬, ·²® ª ¦¤ ¿ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿
¨§ S 0 ¨¬¥¥² ±²°³ª²³°³, ³ª § ­­³¾ ¢ ´®°¬³«¨°®¢ª¥ ²¥®°¥¬». �¡° ²­®, ´³­ª-
¶¨®­ « ² ª®© ±²°³ª²³°» ¢±¥£¤  ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ª S 0. �

II. Ǳ������������� ����� �������
� ���������� �������

1. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ­  S. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ´³­ª¶¨¨ u(x) 2
L1(R

n) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®©

u(x) 7! v(�) = (Fu)(�) =

Z
e�ix�u(x) dx: (9)

�¤¥±¼ ¨ ¤ «¼¸¥ x � � = P
xj�j; �j ¯®ª  ¢¥¹¥±²¢¥­­». � ª ª ª ¬®¤³«¼ ½ª±¯®-

­¥­²» ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° «  { ¥¤¨­¨¶ , ²® ®·¥¢¨¤­®, ·²® v(�) { ®£° ­¨·¥­­ ¿
´³­ª¶¨¿. (�®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ®­  ±²°¥¬¨²±¿ ª 0 ­  ¡¥±ª®­¥·­®±²¨.)

�» ±¥©· ± ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ´³­ª¶¨¨ u = ' 2 S.
Ǳ®«®¦¨¬

Dj = i�1@j = i�1@=@xj; D� = D�1
1 : : :D�n

n :

�­²¥£°¨°®¢ ­¨¥¬ ¯® · ±²¿¬ «¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ´®°¬³« 

F [Dj'] = �jF ['] (10)

(¨¬¥­­® ¯® ½²®© ¯°¨·¨­¥ ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¨ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �³°¼¥ ¯°®¨§¢®¤-
­»¥ Dj ³¤®¡­¥¥, ·¥¬ @j). �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®

F [D�'] = ��F ['] (11)

¯°¨ «¾¡®¬ �. � «¥¥, ° ±±¬®²°¨¬ «¨­¥©­»© ®¯¥° ²®° ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ
c ¯®±²®¿­­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨

a(D) =
X
j�j�m

a�D
�: (12)

�§ (11) ±«¥¤³¥², ·²®
F [a(D)'] = a(�)F [']; (13)

£¤¥ ´³­ª¶¨¿

a(�) =
X
j�j�m

a��
� (14)
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­ §»¢ ¥²±¿ (¯®«­»¬) ±¨¬¢®«®¬ ®¯¥° ²®°  a(D). � ¯°¨¬¥°, ±¨¬¢®« ®¯¥° ²®° 
� ¯« ±  � (¨ £« ¢­»© ±¨¬¢®«, ±¬. ­¨¦¥) ° ¢¥­ �j�j2.

�²¬¥²¨¬, ·²® ±¨¬¢®« ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨ ¤«¿ ®¯¥° ²®°®¢ ± ¯¥°¥¬¥­­»¬¨ ª®½´-
´¨¶¨¥­² ¬¨: ¥±«¨

a(x;D) =
X
j�j�m

a�(x)D
�; (15)

²® (¯®«­»¬) ±¨¬¢®«®¬ ½²®£® ®¯¥° ²®°  ­ §»¢ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¿

a(x; �) =
X
j�j�m

a�(x)�
�: (16)

�« ¢­»© ±¨¬¢®« ²®£® ¦¥ ®¯¥° ²®°  { ±² °¸ ¿ ®¤­®°®¤­ ¿ · ±²¼ ±¨¬¢®« :

a0(x; �) =
X
j�j=m

a�(x)�
� (17)

(¢¬¥±²® a0 · ±²® ¯¨¸³² am). �±«¨ £« ¢­»© ±¨¬¢®« ­¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼ ¯°¨
¢¥¹¥±²¢¥­­»µ � 6= 0, ²® ®¯¥° ²®° ­ §»¢ ¥²±¿ ½««¨¯²¨·¥±ª¨¬.

�¹¥ ®¤­  ¯®«¥§­ ¿ ´®°¬³«  ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ (9) ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥¬ ¯® �j
¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° « :

DjF ['](�) = F [�xj'(x)]: (18)

�§ ­¥¥ ±«¥¤³¥², ·²®
D�F ['](�) = F [(�1)j�jx�'(x)]: (19)

�¥®°¥¬  1. Ǳ³±²¼ '(x) 2 S ¨  (�) = F ['(x)]. �®£¤   2 S.
�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¨§ (11) ¢¨¤­®, ·²® ¢±¥ �� (�) { ®£° ­¨·¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨, ² ª

·²®  (�) ¡»±²°® ³¡»¢ ¥². � «¥¥,  (�) ­¥¯°¥°»¢­  (½²® ¢¨¤­® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿
¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �³°¼¥) ¨ ¨¬¥¥² ­¥¯°¥°»¢­»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ «¾¡®£® ¯®°¿¤ª  {
±¬. (19), ¯°¨·¥¬ ½²¨ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ²®¦¥ ¡»±²°® ³¡»¢ ¾². �

�¡° ²­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ­  ´³­ª¶¨¿µ ¨§ L1(R
n ) ´®°-

¬³«®©

v(�) 7! u(x) = F�1[v(�)] =
1

(2�)n

Z
eix��v(�) d�: (20)

�¥®°¥¬  2. �  ´³­ª¶¨¿µ ¨§ S ¯°¿¬®¥ ¨ ®¡° ²­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �³°¼¥

¢§ ¨¬­® ®¡° ²­».

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ³±²¼ ¤«¿ ¯°®±²®²» n = 1. �¬¥¥¬, ¨±¯®«¼§³¿ ¯°¥¤¥«¼-
­»© ¯¥°¥µ®¤ ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° «  ¨ ²¥®°¥¬³ �³¡¨­¨,

1

2�

Z
eix�

Z
'(y)e�iy�dyd� =

1

2�
lim
"!0

Z
eix��"j�j

Z
'(y)e�y�dyd� =

lim
"!0

Z
'(y)

1

2�

Z
e�i(y�x)��"j�jd�dy: (21)
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�¤¥±¼ Z 1

0

e�it��"�d� =
e�it��"�

�it� "

�����
1

0

=
1

it+ "
;

Z 0

�1

e�it�+"�d� =
e�it�+"�

�it+ "

�����
0

�1

=
1

�it+ "
:

�³¬¬  ½²¨µ ¤¢³µ ¨­²¥£° «®¢ ° ¢­  2"=("2 + t2). �±«¨ ¥¥ ° §¤¥«¨²¼ ­  2� ¨
¯°®¨­²¥£°¨°®¢ ²¼, ¯®«³·¨¬ 1. �²±¾¤  ¢»²¥ª ¥², ·²®

lim
"!0

1

�

Z 1

�1

'(y)
"

(y � x)2 + "2
dy = '(x): (22)

�²® ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ®·¥¢¨¤­»¬ ®¡° §®¬: ¨­²¥£° «Z 1

�1

j'(y)� '(x)j "

(y � x)2 + "2
dy

° §¡¨¢ ¥²±¿ ¢ ±³¬¬³ ¨­²¥£° «®¢ ¯® jy � xj < r ¨ jy � xj > r ± ¬ «»¬ ´¨ª±¨°®-
¢ ­­»¬ r, ¢ ¯¥°¢®¬ ¬ « ¬®¤³«¼ ° §­®±²¨ j'(y)� '(x)j, ¢²®°®© ±²°¥¬¨²±¿ ª 0
¯°¨ "! 0.

[�²¬¥²¨¬, ·²® ´ ª²¨·¥±ª¨ ¬» §¤¥±¼ ¨¬¥¥¬ ±¢¥°²ª³ ´³­ª¶¨¨ ') ± ´³­ª¶¨-
¿¬¨, ®¡° §³¾¹¨¬¨ ¤¥«¼² ®¡° §­®¥ ±¥¬¥©±²¢®:

'(µ) � 1
�

"

µ2 + "2
! '(x) � Æ(x) = '(x)

¯°¨ "! 0. �® ´®°¬ «¼­® §¤¥±¼ § ²°³¤­¨²¥«¼­® ±±»« ²¼±¿ ­  ¯°¨£®²®¢«¥­­»¥
° ­¼¸¥ ²¥®°¥¬».]

�® ¦¥ ± ¬®¥ ¯®«³· ¥²±¿, ¥±«¨ ­ ¯¨± ²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ¢ ®¡° ²­®¬ ¯®°¿¤ª¥.
�  ¬­®£®¬¥°­»© ±«³· © ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ° ±¯°®±²° ­¿¥²±¿ ¡¥§ ²°³¤ . �

�®«¥¥ ®¡¹ ¿ ²¥®°¥¬  ®¡° ¹¥­¨¿ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¢ ª³°±¥ ´³­ª¶¨®­ «¼­®£®
 ­ «¨§ .

� ¬¥· ­¨¥. �®°¬³«³ (13) ¬®¦­® ²¥¯¥°¼ ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

a(D) = F�1a(�)F: (23)

�  ®¯¥° ²®°» ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ ± ¯¥°¥¬¥­­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ½² 
´®°¬³«  ®¡®¡¹ ¥²±¿ ² ª:

a(x;D) = F�1� 7!xa(x; �)Fx7!�: (24)

Ǳ®§¤­¥¥ ¬» ³¢¨¤¨¬, ·²® ¯±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° ¢ R
n ± ±¨¬¢®«®¬

a(x; �) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨¬¥­­® ² ª®© ´®°¬³«®©. �® ² ¬ ±¨¬¢®«» ³¦¥ ­¥ ¡³¤³²
®¡¿§ ²¥«¼­® ¬­®£®·«¥­ ¬¨ ¯® �.

�¥®°¥¬  3. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ³±² ­ ¢«¨¢ ¥² ­¥¯°¥°»¢­»© ¢ ®¡¥

±²®°®­» ¨§®¬®°´¨§¬ ¬¥¦¤³ S(Rnx ) ¨ S(Rn� ).
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¦¥ ¯®ª § ­®, ·²®

F [S(Rnx )] = S(Rn� ):
�¥£ª® ¯°®±«¥¤¨²¼, ·²® ª ¦¤ ¿ ­®°¬  ´³­ª¶¨¨ ¢ ¯®±«¥¤­¥¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ®¶¥-
­¨¢ ¥²±¿ ·¥°¥§ ­¥ª®²®°»¥ ­®°¬» ¥¥ ¯°®®¡° §  �³°¼¥ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯°®±²° ­-
±²¢¥. � ­ ®¡®°®². �



26

������ 6.

�¥®°¥¬  4. �¢¥°²ª  ¤¢³µ ´³­ª¶¨© ¨§ S ¯°¨­ ¤«¥¦¨² S. Ǳ°¨ ¯°¥®¡° §®-
¢ ­¨¨ �³°¼¥ ®­  ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡° §®¢ �³°¼¥ ½²¨µ ´³­ª¶¨©:

F [' �  ] = F [']F [ ]:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¬» ¬®£«¨ ¤®ª § ²¼ ° ­¼¸¥. �·¥-
¢¨¤­®, ·²® ±¢¥°²ª  ¤¢³µ ´³­ª¶¨© ¨§ SZ

'(x� y) (y) dy

¤®¯³±ª ¥² ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥ ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° «  «¾¡®¥ ·¨±«® ° §. �±«¨
¥¥ ³¬­®¦¨²¼ ­  jxjN , ²® ½²®² ¬­®¦¨²¥«¼ ¬®¦­® ®¶¥­¨²¼ ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° « 
·¥°¥§ (jx�yj+ jyj)N . �²±¾¤  ¢¨¤­®, ·²® ±¢¥°²ª  ¨ ¢±¥ ¥¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¡»±²°®
³¡»¢ ¾².

�²®°®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ²¥®°¥¬» �³¡¨­¨:Z
e�ix��

Z
'(x� y) (y) dydx =

Z
e�iy�� (y) dy

Z
e�i(x�y)��'(x� y) dx:

�±² ¥²±¿ § ¬¥­¨²¼ ¯®¤ §­ ª®¬ ¢­³²°¥­­¥£® ¨­²¥£° «  x� y ­  x. �

�²¬¥²¨¬ § ®¤­® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥.

�¥®°¥¬  5. �¢¥°²ª  ´³­ª¶¨¨ ' ¨§ S c ­¥¯°¥°»¢­®© ¬¥¤«¥­­® ° ±²³¹¥©

´³­ª¶¨¥© f(x) ®¯°¥¤¥«¥­  ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®© ¬¥¤«¥­­® ° ±²³¹¥©
´³­ª¶¨¥©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¯¨± ¢ ½²³ ±¢¥°²ª³ ¢ ¢¨¤¥

(' � f)(x) =
Z
'(x� y)f(y) dy;

¬®¦¥¬ ­¥®£° ­¨·¥­­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ²¼ ¥¥ ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° « . Ǳ®«³· -
¾²±¿ ­¥¯°¥°»¢­»¥ ´³­ª¶¨¨. �³­ª¶¨¿ f(y) ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ jyj ¬ ¦®°¨°³¥²±¿
¢»° ¦¥­¨¥¬ (jx�yj+ jxj)N ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ N , ¨ ²®£¤  ±¢¥°²ª  ­¥ ¬®¦¥² ° ±²¨
¡»±²°¥¥ jxjN ­  ¡¥±ª®­¥·­®±²¨. �

2. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ S 0. �±«¨ f(x) { ´³­ª¶¨¿
¨§ L1(R

n ), ²® ¥¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ®¯°¥¤¥«¿¥² ­¥¯°¥°»¢­»© «¨­¥©­»©
´³­ª¶¨®­ « ­ ¤ S(Rn) ¯® ´®°¬³«¥

hF [f ](�);  (�)i=
ZZ

e�ix��f(x) dx (�) d� =

Z
f(x)

Z
e�ix�� (�) d�dx

= hf(x); F [ ](x)i: (1)

�¤¥±¼ ¢²®°®¥ ° ¢¥­±²¢® ¢»²¥ª ¥² ¨§ ²¥®°¥¬» �³¡¨­¨. �  ¯°¨¬¥­¿¥²±¿ ­¥
®¡° ²­®¥,   ¯°¿¬®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥. Ǳ°¨­¨¬ ¿ ½²³ ´®°¬³«³ §  ®¡° §¥¶,
¯®« £ ¥¬

hF [f ];  i = hf; F [ ]i (f 2 S 0(Rnx );  2 S(Rn� )): (2)
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�¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ¯®«³· ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨© ¢ ¦­»© °¥§³«¼² ².

�¥®°¥¬  6. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ ¨§ S 0 { ®¡®¡¹¥­-
­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§ S 0. �®«¥¥ ²®£®, ®²®¡° ¦¥­¨¥ f 7! F [f ] { ­¥¯°¥°»¢­»© ¢ ®¡¥
±²®°®­» ¨§®¬®°´¨§¬ ¯°®±²° ­±²¢  S 0(Rnx ) ­  ¯°®±²° ­±²¢® S 0(Rn� ).

�¡° ²­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¤«¿ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©,
ª®­¥·­®, ´®°¬³«®©

hF�1[g]; 'i = hg; F�1[']i (g 2 S 0(Rn� ); ' 2 S(Rnx )): (3)

Ǳ°¨¬¥° 1. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ¤¥«¼² -´³­ª¶¨¨ { ¥¤¨­¨¶ . �¥¬­®£®
¡®«¥¥ ®¡¹¨© °¥§³«¼² ²:

F [Æ(x� y)] = e�iy��: (4)

�¥©±²¢¨²¥«¼­®,

hÆ(x� y);

Z
e�ix�� (�) d�i =

Z
e�iy�� (�) d�:

Ǳ°¨¬¥° 2. �¯° ¢¥¤«¨¢  ´®°¬³« 

F [1] = (2�)nÆ(�): (5)

�¥©±²¢¨²¥«¼­®,

hF [1];  i =h1; F [ ]i =
Z
dx

Z
e�ix�� (�) d� =

(2�)n
1

(2�)n

Z
eiy��dx

Z
e�ix�� (�) d�

����
y=0

;

·²® ° ¢­® (2�)n (0) ¢ ±¨«³ ´®°¬³«» ®¡° ¹¥­¨¿ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �³°¼¥.

� ¤ ·¨. 1. � ©¤¨²¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ®² ½ª±¯®­¥­²» eih�x (h { ¢¥¹¥-
±²¢¥­­»© ¢¥ª²®°).

2. � ©¤¨²¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ´³­ª¶¨¨ �¥¢¨± ©¤  �(x). �ª § ­¨¥: ¨±-
¯®«¼§³©²¥ ´®°¬³«³

�(x) = lim
"!+0

�(x)e�"x:

�²¢¥²: �i=(� � i0).

�¥®°¥¬  7. �«¿ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© f ¨§ S 0

F [Djf ] = �jF [f ]: (6)

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯³±²¼  (�) 2 S. �®£¤ 

hF [Djf ];  i = hDjf; F [ ]i = �hf;Dj

Z
e�ix�� (�) d�i =

hf;
Z
e�ix���j (�) d�i = hf; F [�j (�)]i =
hF [f ]; �j (�)i = h�jF [f ];  i:
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�«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ a(D) { ®¯¥° ²®° ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ ± ¯®±²®¿­­»¬¨
ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨, ²® ¤«¿ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© f ¨§ S 0

a(D)f = F�1a(�)Ff: (7)

3. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �³°¼¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ± ª®¬¯ ª²­»¬¨
­®±¨²¥«¿¬¨.

�±«¨ f(x) { ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ¨«¨ µ®²¿ ¡» ±³¬¬¨°³¥¬ ¿ ´³­ª¶¨¿ ± ª®¬¯ ª²-
­»¬ ­®±¨²¥«¥¬, ²® ¥¥ ®¡»·­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ¬®¦­® ­¥®£° ­¨·¥­­®
¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ²¼ ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° « , ² ª ·²® ½²® ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿
®£° ­¨·¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿. �®«¥¥ ²®£®, ®­®  ­ «¨²¨·¥±ª¨ ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® ¶¥«®©
 ­ «¨²¨·¥±ª®© ´³­ª¶¨¨

g(�) =

Z
e�ix�f(x) dx; � = � + i�:

�®¦­® ² ª¦¥ ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¥£® ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª °¥§³«¼² ² ¤¥©±²¢¨¿
´³­ª¶¨¨ f(x) ­  ½ª±¯®­¥­²³ e�ix�� ª ª ´³­ª¶¨¾ ¨§ E , § ¢¨±¿¹³¾ ®² � ª ª ®²
¯ ° ¬¥²° : Z

e�ix��f(x) dx = hf(x); e�ix��i: (8)

�²¨ ­ ¡«¾¤¥­¨¿ «¥£ª® ®¡®¡¹ ¾²±¿ ­  ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ± ª®¬¯ ª²­»¬¨
­®±¨²¥«¿¬¨:

�¥®°¥¬  1. Ǳ³±²¼ f 2 E 0. �®£¤  F [f ] { ¬¥¤«¥­­® ° ±²³¹ ¿ ¡¥±ª®­¥·­®

£« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿, ¤®¯³±ª ¾¹ ¿ ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ¤® ¶¥«®©  ­ «¨²¨·¥±ª®© ´³­ª-

¶¨¨. Ǳ°¨ ½²®¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢  ´®°¬³« 

F [f ] = hf; e�ix��i: (9)

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¤®±² ²®·­® ° ±±¬®²°¥²¼ ±«³· © f = D�f�(x), £¤¥ f�(x) {
´¨­¨²­ ¿ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿. � ±¨«³ ²¥®°¥¬» 7 ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ¯³­ª²  ¢
½²®¬ ±«³· ¥

F [f ] = ��F [f�(x)] = ��
Z
e�ix��f�(x) dx

{ ¬¥¤«¥­­® ° ±²³¹ ¿ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿, ¨ ®­  ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤®
¶¥«®©  ­ «¨²¨·¥±ª®© ´³­ª¶¨¨. �¥ ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

F [f ] = hf�(x); ��e�ix��i = hf�(x); (�1)j�jD�
x e

�ix��i = hD�f�(x); e
�ix��i:

·¥¬ ¨ § ª ­·¨¢ ¥²±¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®. �

4. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ±¢¥°²ª¨ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©.

�¥®°¥¬  1. Ǳ³±²¼ f ¨ g { ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¨§ S 0 ¨
E 0. �®£¤  ±¢¥°²ª  f � g ¯°¨­ ¤«¥¦¨² S 0 ¨

F [f � g] = F [f ]F [g]: (10)
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·­® ° ±±¬®²°¥²¼ ±«³· ©, ª®£¤  g = @�g�(x), £¤¥
g�(x) { ´¨­¨²­ ¿ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿.

Ǳ³±²¼ ' 2 S. �¬¥¥¬

hf � g; 'i = hf(x); h@�g�(y); '(x+ y)ii =

(�1)j�jhf(x);
Z
g�(y)@

�'(x+ y) dyi:

�¤¥±¼ ¨­²¥£° « ¯® y ¬®¦­® ­¥®£° ­¨·¥­­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ²¼ ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­-
²¥£° « , ¨ ¯®«³· ¾¹¨¥±¿ ¨­²¥£° «» ¡»±²°® ³¡»¢ ¾² (³¬­®¦¨¢ ² ª®© ¨­²¥-
£° « ­  jxjN , ¬®¦­® ®¶¥­¨²¼ ½²®² ¬­®¦¨²¥«¼ ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° «  ·¥°¥§
(jx+ yj+ jyj)N). �­ ·¨², f ¤¥©±²¢³¥² ­  ®±­®¢­³¾ ´³­ª¶¨¾ ¨§ S, ² ª ·²® f � g
{ «¨­¥©­»© ­¥¯°¥°»¢­»© ´³­ª¶¨®­ « ­ ¤ S.

� «¥¥,

hF [f � g];  i = hf � g; F [ ]i = hf(x); hg(y);
Z
 (�)e�i(x+y)��d�ii: (11)

�¤¥±¼ ¢»° ¦¥­¨¥ ¢® ¢­³²°¥­­¨µ ³£«®¢»µ ±ª®¡ª µ ° ¢­®Z
g�(y)(�1)�D�

y

Z
 (�)e�i(x+y)��d�dy =

Z � Z
g�(y)e

�iy�� dy

�
�� (�)e�ix��d� =

=

Z
F [g�](�)�

� (�)e�ix��d� = F [F [g](�) (�)]:

Ǳ®½²®¬³ ¢»° ¦¥­¨¥ (11) ¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

hf; F [F [g](�) (�)]i= hF [f ]; F [g] i= hF [f ]F [g];  i;

·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ­ ¸¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥. �

5. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ­  D ¨ D0. Ǳ³±²¼ ' { ´³­ª¶¨¿ ¨§ D. �¥
¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥

 (�) =

Z
'(x)e�ix��dx (12)

¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® ¶¥«®©  ­ «¨²¨·¥±ª®© ´³­ª¶¨¨

 (�) =

Z
'(x)e�ix��dx: (13)

Ǳ³±²¼ a = (a1; : : : ; an) { ¢¥ª²®° ¨§ ¯®«®¦¨²¥«¼­»µ ·¨±¥«, ¯®«®¦¨¬

K  = fx : jxj j � aj ; j = 1; : : : ; ng (14)

¨ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ½²® ¬­®¦¥±²¢® ¡°³±®¬ (° ­¼¸¥ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ª³¡ ±
®¤¨­ ª®¢»¬¨ aj). Ǳ³±²¼ ' 2 D(Ka), ².e. ½²® ®±­®¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ± ­®±¨²¥«¥¬ ¢
Ka. �®£¤  ¯°¨ ¢±¥µ ­ ²³° «¼­»µ N ±¯° ¢¥¤«¨¢» ®¶¥­ª¨

j�jN j (�)j � CNe
P

n
1
aj j�jj: (15)
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(�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ³¬­®¦¥­¨¥ ¨­²¥£° «  (13) ­  �j ° ¢­®±¨«¼­® ¥£® ¤¨´´¥°¥­-
¶¨°®¢ ­¨¾ ¯® xj ,   ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¯¥°¥¡° ±»¢ ¥²±¿ ± ½ª±¯®­¥­²» ­  '(x) ¨­²¥-
£°¨°®¢ ­¨¥¬ ¯® · ±²¿¬.) � · ±²­®±²¨, ´³­ª¶¨¿  (�) ¡»±²°® ³¡»¢ ¥² ¯°¨
j�jj � const, � ! 1 ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¶¥«®© ´³­ª¶¨¥© ½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­®£® ²¨¯ .
(�¥« ¿  ­ «¨²¨·¥±ª ¿ ´³­ª¶¨¿ F (z) ­ §»¢ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¥© ½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­®£®
²¨¯ , ¥±«¨ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ­¥° ¢¥­±²¢® jF (x)j � c1e

c2jzj.)
B¢¥¤¥¬ ¯°®±²° ­±²¢® Za, ®­® ¡³¤¥² ±®±²®¿²¼ ¨§ ¶¥«»µ  ­ «¨²¨·¥±ª¨µ ´³­ª-

¶¨©  (�) ± ®¶¥­ª ¬¨ (15).

�¥®°¥¬  1. �¡° ²­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ´³­ª¶¨¨  2 Za ¯°¨­ ¤«¥-

¦¨² D(Ka).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ¯°®±²®²» ¯³±²¼ n = 1. � ¯¨¸¥¬ ´®°¬³«³ �®¸¨
¤«¿  (�):

 (�) =
1

2�i

Z
C

 (z)

z � �
dz;

£¤¥ ª®­²³° C ®µ¢ ²»¢ ¥² ²®·ª³ �. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ½²® ®ª°³¦­®±²¼ ° -
¤¨³±  1. �²®² ¨­²¥£° « ¬®¦­® ­¥®£° ­¨·¥­­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ²¼ ¯®¤ §­ ª®¬
¨­²¥£° « , ¨ «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¢±¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¡»±²°® ³¡»¢ ¾² (¥±«¨ ­ -
¯¨± ²¼ j�jN ¯¥°¥¤ ¯°®¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­­»¬ «¾¡®¥ ·¨±«® ° § ¨­²¥£° «®¬, ²®
½²®² ¬­®¦¨²¥«¼ ¬®¦­® ®¶¥­¨²¼ ·¥°¥§ (j� � zj + jzj)N ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° « .)
Ǳ®½²®¬³  2 S ¨, §­ ·¨², ¯°®®¡° § �³°¼¥ ½²®© ´³­ª¶¨¨

'(x) =
1

2�

Z
 (�)eix�d� (16)

¯°¨­ ¤«¥¦¨² S. �±² «®±¼ ¯®ª § ²¼, ·²® ´³­ª¶¨¿ '(x) ° ¢­  0 ­³«¾ ¢­¥ Ka.
�²® ¤¥« ¥²±¿ ¯®¤µ®¤¿¹¨¬ ±¤¢¨£®¬ «¨­¨¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¢ (16), ¢®§¬®¦­»¬
¢ ±¨«³ ®¶¥­®ª (15). � ¯°¨¬¥°, ¯³±²¼ x > a. �®£¤  ¯¥°¥¯¨±»¢ ¥¬ (16) ¢ ¢¨¤¥

'(x) =
1

2�

Z
 (� + i�)eix(�+i�)d�:

Ǳ°¨ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¬ � ¯®¤¨­²¥£° «¼­®¥ ¢»° ¦¥­¨¥ ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² ¯® ¬®¤³«¾

C(1 + j�j)�2e(a�x)� ;
² ª ·²® ¨­²¥£° « ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾ ¯°¨ � ! +1. Ǳ®½²®¬³ '(x) = 0.

�¡®¡¹¥­¨¥ ­  ¬­®£®¬¥°­»© ±«³· © ¯®«³· ¥²±¿ ¡¥§ ²°³¤ . �

� ¬¥· ­¨¥. Ǳ® ±³¹¥±²¢³ ¬» ¤®ª § «¨ ¢ °¨ ­² ²¥®°¥¬» Ǳ½«¨{�¨­¥° , ¢ ª®-
²®°®© ®¯¨± ­» ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �³°¼¥ ´³­ª¶¨¨ ¨§ L2(R), ° ¢­®© 0 ¢­¥ ®²°¥§ª .
(�­® ¯°¨­ ¤«¥¦¨² L2 ¨ ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® ¶¥«®© ´³­ª¶¨¨ ½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­®£®
²¨¯ .) �°³£®© ¢ °¨ ­² ¬®¦­® ¡»«® ¡» ¤®¡ ¢¨²¼ ª ¯. 3. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³-
°¼¥ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ ± ­®±¨²¥«¥¬, «¥¦ ¹¨¬ ¢ Ka, { ½²® ¶¥« ¿ ´³­ª¶¨¿
g(�) c ®¶¥­ª®© ¢¨¤ 

jg(�)j � C(1 + j�j)Ne
Pn

1
aj j�j j (17)

± ´¨ª±¨°®¢ ­­»¬ N .

� ¯°®±²° ­±²¢¥ Za ­ §®¢¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ´³­ª¶¨© f ng ±µ®¤¿¹¥©±¿,
¥±«¨ ¨µ ¯°®®¡° §» �³°¼¥ ®¡° §³¾² ±µ®¤¿¹³¾±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¢ D(Ka).
�¥¯¥°¼ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ³±² ­ ¢«¨¢ ¥² ­¥¯°¥°»¢­»© ¢ ®¡¥ ±²®°®­» ¨§®-
¬®°´¨§¬ ¬¥¦¤³ D(Ka) ¨ Za.
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������ 7.

� ª®­¥¶, ¢¢¥¤¥¬ ¯°®±²° ­±²¢® Z { ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¯°®±²° ­±²¢ Za ¯® ¢±¥¬ a.
�²® ¯°®±²° ­±²¢® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨© �³°¼¥ ¢±¥µ ´³­ª¶¨© ¨§ D. Ǳ®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
­®±²¼ ´³­ª¶¨© f jg ¢ Z ­ §®¢¥¬ ±µ®¤¿¹¥©±¿, ¥±«¨ ®­  ¯°¨­ ¤«¥¦¨² Za ¯°¨
­¥ª®²®°®¬ a ¨ ² ¬ ±µ®¤¨²±¿. Ǳ®«³· ¥¬:

�¥®°¥¬  2. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ³±² ­ ¢«¨¢ ¥² ­¥¯°¥°»¢­»© ¢ ®¡¥

±²®°®­» ¨§®¬®°´¨§¬ ¬¥¦¤³ D ¨ Z.
�¥¯¥°¼ ¢¢¥¤¥¬ ¯°®±²° ­±²¢® Z 0 «¨­¥©­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨®­ «®¢ ­ ¤

Z ¨ ®¯°¥¤¥«¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ f ¨§ D0 ´®°¬³«®©

hF [f ];  i = hf; F [ ]i ( 2 Z); (1)

 ­ «®£¨·­®© ´®°¬³«¥ ¤«¿ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �³°¼¥ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ ¨§ S 0.
�° §³ ¯®«³· ¥²±¿

�¥®°¥¬  3. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ³±² ­ ¢«¨¢ ¥² ­¥¯°¥°»¢­»© ¢ ®¡¥

±²®°®­» ¨§®¬®°´¨§¬ ¬¥¦¤³ D0 ¨ Z 0.

�²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ²¥®°¥¬» ¯°¨­ ¤«¥¦ ² �.�. �¥«¼´ ­¤³ ¨ �.�. �¨«®¢³.
�®° ­ �¢ °¶ ° ±±¬ ²°¨¢ « ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �³°¼¥ ­  S ¨ S 0.
� ¤ ·¨. Ǳ¥°¥­¥±¨²¥ ­  ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ f ¨§ D0 ´®°¬³«³ ¤«¿ F [Djf ],

´®°¬³«³ ¤«¿ a(D)f ¨ ²¥®°¥¬³ ® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¨ �³°¼¥ ±¢¥°²ª¨ ± ®¡®¡¹¥­­®©
´³­ª¶¨¥© ¨§ E 0 ¨§ «¥ª¶¨¨ 6.

�«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼, ·²® ´³­ª¶¨®­ «» ¨§ Z 0 ¬®£³² ®¯°¥¤¥«¿²¼±¿ ¨­²¥£° -
« ¬¨ ¯® ª®­²³° ¬ ¢ ª®¬¯«¥ª±­®© ¯«®±ª®±²¨. �¥«¼´ ­¤ ¨ �¨«®¢ ­ §¢ «¨ ² ª¨¥
´³­ª¶¨®­ «»  ­ «¨²¨·¥±ª¨¬¨. � ¯°¨¬¥°, ¤¥«¼² -´³­ª¶¨¿ ®ª §»¢ ¥²±¿  ­ -
«¨²¨·¥±ª¨¬ ´³­ª¶¨®­ «®¬:

hÆ(� � �0);  (�)i =  (�0) =
1

2�i

Z
C

 (�)

� � �0
d�; (2)

£¤¥ ª®­²³° ®µ¢ ²»¢ ¥² ²®·ª³ �0.

�¬­®¦¥­¨¥ ­  ´³­ª¶¨¾ h(�) ®¯°¥¤¥«¥­® ¢ Z ¨ Z 0, ¥±«¨ ½²® ¶¥« ¿  ­ «¨²¨-
·¥±ª ¿ ´³­ª¶¨¿, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ­¥° ¢¥­±²¢ ¬ ¢¨¤  (17) ¨§ «¥ª¶¨¨ 6. � ¯¨-
¸¨²¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ³¬­®¦¥­¨¿ ¢ Z 0.

Ǳ³±²¼ ¤«¿ ¯°®±²®²» n = 1. � ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ´³­ª¶¨¨  (�) ¨§ Z ²¥©«®°®¢-

±ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥

 (� � z) =
1X
0

 (k)(�)
(�1)kzk

k!
(3)

±¯° ¢¥¤«¨¢® ¢ ±¬»±«¥ ±µ®¤¨¬®±²¨ ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥. �²® ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®,
·²® ¤¢®©±²¢¥­­®¥ ° §«®¦¥­¨¥ ¢ D

1X
0

(ix)k
zk

k!
'(x) = eixz'(x)
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±µ®¤¨²±¿ ¢ D (² ª ª ª ²¥©«®°®¢±ª¨© °¿¤ ¤«¿ ½ª±¯®­¥­²» ±µ®¤¨²±¿ ° ¢­®¬¥°­®
­  «¾¡®¬ ª®¬¯ ª²¥ ¨ ²® ¦¥ ¢¥°­® ¯®±«¥ ¯®·«¥­­®£® ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿).

�²±¾¤  ¬» ±¥©· ± ¢»¢¥¤¥¬, ·²® ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ¨§ Z 0 ­¥ ²®«¼ª® ¡¥±-

ª®­¥·­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬», ­® ¨  ­ «¨²¨·­» { ° §«®¦¨¬» ¢ °¿¤» �¥©«®° .
�²® ®§­ · ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥. �¯°¥¤¥«¨¬ ±¤¢¨£ g(� + z) ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨
g = g(�) ´®°¬³«®©

hg(� + z);  (�)i = hg(�);  (� � z)i: (4)

(� ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯®«¥§­® ¨ ¢ ¯°¨¬¥­¥­¨¨ ª ®¡®¡¹¥­­»¬ ´³­ª¶¨¿¬ ¨§ S 0 ¨«¨
D0, ­ ¯¨¸¨²¥ ¥£®.) �²¢¥°¦¤ ¥²±¿, ·²®

g(� + z) =
1X
0

g(k)(�)
zk

k!
(5)

¢ ±¬»±«¥ ±µ®¤¨¬®±²¨ ¢ Z 0. �¥©±²¢¨²¥«¼­®,

hg(� + z);  (�)i = hg(�);  (� � z)i =
1X
0

hg(�); (�1)
kzk

k!
 (k)(�)i;

² ª ª ª °¿¤ �¥©«®°  ´³­ª¶¨¨  2 Z, ª ª ®²¬¥·¥­® ¢»¸¥, ±µ®¤¨²±¿ ª ­¥© ¢ Z.
�²±¾¤  ¯®«³· ¥¬ (5) ¢ Z 0.

�²¨ § ¬¥· ­¨¿ «¥£ª® ®¡®¡¹ ¾²±¿ ­  ¬­®£®¬¥°­»© ±«³· ©.

III. ��������� Ǳ��������� � ������
��������� � ������� Ǳ����������

1. �³­¤ ¬¥­² «¼­»¥ °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨© ± ¯®±²®¿­­»¬¨ ª®½´´¨-
¶¨¥­² ¬¨. � ±±¬®²°¨¬ ®¡¹¥¥ ³° ¢­¥­¨¥ ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ ± ¯®±²®¿­-
­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨

a(D)u(x) = 0: (6)

�£® ´³­¤ ¬¥­² «¼­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ ¬» ­ §¢ «¨ ² ª³¾ ®¡®¡¹¥­­³¾ ´³­ª¶¨¾ E ,
·²®

a(D)E = Æ(x): (7)

�­® ®¯°¥¤¥«¥­® ± ²®·­®±²¼¾ ¤® ¯°¨¡ ¢«¥­¨¿ «¾¡®£® °¥¸¥­¨¿ ®¤­®°®¤­®£®
³° ¢­¥­¨¿ (6).

�¥®°¥¬  1. �³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¤«¿ «¾¡®£® a(D). �®-
«¥¥ ²®£®, ±³¹¥±²¢³¥² ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¥¥ S 0.

Ǳ¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤®ª § «¨ � «¼£° ­¦ ¨ ­¥§ ¢¨±¨¬® �°¥­¯° ©± (1953-4).
��¥°¬ ­¤¥° (­¥ ®¯³¡«¨ª®¢ ­®) ¨ �°¥¢ (1956) ¤ «¨ ª®­±²°³ª²¨¢­®¥ ¤®ª § ²¥«¼-
±²¢®. (Ǳ®§¤­¥¥ ¬» ¥£® ° §¡¥°¥¬.) �®«¥¥ ²°³¤­®¥ ¢²®°®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤®ª -
§ «¨ �®¿¸¥¢¨· ¨ ­¥§ ¢¨±¨¬® ��¥°¬ ­¤¥° (1958). (B. Malgrange, L. Ehrenpreis,
L. H�ormander, F. Treves, S. Lojasiewicz.)

�¥¯¥°¼ ¯°¨¢¥¤¥¬ ¯°®±²»¥, ­® ¢ ¦­»¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿.
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�¥®°¥¬  2. Ǳ³±²¼ E { ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (6), ¨ ¯³±²¼
f { ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ± ª®¬¯ ª²­»¬ ­®±¨²¥«¥¬. �®£¤  ±¢¥°²ª 

u = E � f (8)

¿¢«¿¥²±¿ · ±²­»¬ °¥¸¥­¨¥¬ ­¥®¤­®°®¤­®£® ³° ¢­¥­¨¿

a(D)u = f: (9)

�¥©±²¢¨²¥«¼­®,

a(D)[E � f ] = [a(D)E ] � f = Æ(x) � f = f:

�¤¥±¼, ®¤­ ª®, ­ ¤® ¯®¿±­¨²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥. Ǳ¥°¥¡° ±»¢ ­¨¥ ¯°®¨§¢®¤­»µ ± ®¤-
­®£® ±®¬­®¦¨²¥«¿ ¢ ±¢¥°²ª¥ ­  ¤°³£®© ®²¬¥·¥­® ³ ­ ± ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ®­¨ ®¡ 
{ ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ± ª®¬¯ ª²­»¬ ­®±¨²¥«¥¬. �¤­ ª® ¥±«¨ ²®«¼ª® ®¤¨­
¨§ ­¨µ ¨¬¥¥² ª®¬¯ ª²­»© ­®±¨²¥«¼, ²® ¬®¦­® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨© ±² ­-
¤ °²­»© ¯°¨¥¬. � ±±¬®²°¨¬ ±¢¥°²ª³ ­  ®±­®¢­»µ ´³­ª¶¨¿µ ± ­®±¨²¥«¿¬¨
¢ ´¨ª±¨°®¢ ­­®© ®£° ­¨·¥­­®© ®¡« ±²¨. �®£¤  ±®¬­®¦¨²¥«¼ ± ­¥ª®¬¯ ª²-
­»¬ ­®±¨²¥«¥¬ ¬®¦­®, ­¥ ¬¥­¿¿ ±¢¥°²ª¨, ³¬­®¦¨²¼ ­  ´¨­¨²­³¾ ¡¥±ª®­¥·­®
£« ¤ª³¾ ´³­ª¶¨¾, ° ¢­³¾ 1 ¢ ¸ °¥ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸®£® ° ¤¨³± . Ǳ®½²®¬³
¯®±«¥¤­¿¿ ¢»ª« ¤ª  ª®°°¥ª²­ . �

�¥®°¥¬  3. Ǳ³±²¼ u(x) { °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (9) ¨§ E 0(Rn), ¨ ¯³±²¼ E {

´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (6). �®£¤  u ¢»° ¦ ¥²±¿ ´®°¬³«®© (8).

�¥©±²¢¨²¥«¼­®,

u = Æ(x) � u = a(D)E � u = E � a(D)u = E � f:

�¥®°¥¬  4. �³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ � ¯« ± 

�u = 0 (10)

¢ Rn ¨¬¥¥² ¢¨¤

En(x) = cn
jxjn�2 ¯°¨ n > 2; E2(x) = c2 log jxj; (11)

£¤¥ cn { ­¥ª®²®°»¥ ¯®±²®¿­­»¥.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¨ ¢»·¨±«¥­¨¥ ¯®±²®¿­­»µ cn ­¥¬­®£® ®²«®¦¨¬. �¡° ²¨¬
¢­¨¬ ­¨¥ ­  ²®, ·²® ½²® «®ª «¼­® ¨­²¥£°¨°³¥¬»¥ ´³­ª¶¨¨, ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤-
ª¨¥ ¢­¥ ­ · «  ª®®°¤¨­ ². Ǳ°¨ ¢±¥µ n ±¨­£³«¿°­»© ­®±¨²¥«¼ { ­ · «® ª®®°-
¤¨­ ².

� ¤ · . Ǳ®±²°®©²¥ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ¤«¿ n = 1, ².¥. ¤«¿ ³° ¢­¥-
­¨¿ u00 = 0. �¬. «¥ª¶¨¾ 3.

�» ¯°®¤®«¦¨¬ ¨§³·¥­¨¥ ¨ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥ ´³­¤ ¬¥­² «¼­»µ °¥¸¥­¨© ¢ ¤ «¼-
­¥©¸¨µ ¯³­ª² µ. �® ½²®£® ¢ ¯. 2 ³±²° ­¨¬ ­¥¡®«¼¸¨¥ ­¥¤®° ¡®²ª¨, ®±² ¢¸¨-
¥±¿ ³ ­ ± ¯°¨ ¨§³·¥­¨¨ ±¢¥°²ª¨.
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2. �¹¥ ¤¢¥ ²¥®°¥¬» ® ±¢¥°²ª¥.

�¥®°¥¬  1. �¢¥°²ª  h1 � h2 { ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿, ¥±«¨ «¨¡® h1 2
D0, h2 2 D, «¨¡® h1 2 E, h2 2 E 0.
�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¯¨¸¥¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±¢¥°²ª¨

h(h1 � h2); 'i = hh1(x); hh2(y); '(x+ y)ii:
�®ª ¦¥¬ ¯¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥. �­®¢  ´¨ª±¨°³¿ ®£° ­¨·¥­­³¾ ®¡« ±²¼, ¢ ª®-
²®°®© ­ µ®¤¨²±¿ ­®±¨²¥«¼ ´³­ª¶¨¨ ', ¬®¦¥¬ ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® h1 ¨¬¥¥²
ª®¬¯ ª²­»© ­®±¨²¥«¼. �®£¤  ¤®±² ²®·­® ° ±±¬®²°¥²¼ ±«³· ©, ¢ ª®²®°®¬ h1 =

@�eh1(x), £¤¥ eh1(x) { ´¨­¨²­ ¿ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿. � ½²®¬ ±«³· ¥

h1 � h2 = @�
Z eh1(y)h2(x� y) dy

{ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©. �® «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¨­²¥-
£° « { ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿ ´¨­¨²­ ¿ ´³­ª¶¨¿. Ǳ®½²®¬³ ¯°®¨§¢®¤­³¾ ¬®¦­®
° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢ ®¡»·­®¬ ±¬»±«¥.

�²®°®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¯°®¢¥°¿¥²±¿  ­ «®£¨·­®; ³¡¥¤¨²¥±¼ ¢ ½²®¬ ± ¬®±²®¿-
²¥«¼­®. �

�¥®°¥¬  2. Ǳ³±²¼ f 2 D0(Rn) ¨ g 2 E 0(Rn). �®£¤ 

supp(f � g) � supp f + supp g; (12)

sing supp(f � g) � sing supp f + sing supp g: (13)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡¥ ´®°¬³«» ±«¥¤³¾² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±¢¥°²ª¨

hf � g; 'i = hf(x); hg(y); '(x+ y)ii; ' 2 D(Rn): (14)

Ǳ°®¢¥°¨¬ ¯¥°¢³¾. �®§¼¬¥¬ ±ª®«¼ ³£®¤­® ¬ «®¥ " > 0. Ǳ³±²¼ ¡¥±ª®­¥·­®
£« ¤ª¨¥ ´³­ª¶¨¨  1(x) ¨  2(x) ° ¢­» 1 ¢ "=4-®ª°¥±²­®±²¿µ ­®±¨²¥«¥© ®¡®¡-
¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© f ¨ g ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¨ ­³«¾ ¢­¥ "=2-®ª°¥±²­®±²¥©. �®£¤  ¢
­ ¯¨± ­­®© ´®°¬³«¥ ¬®¦­® § ¬¥­¨²¼ f ­   1(x)f ¨ g ­   2(y)g. �²¨ ¬­®¦¨-
²¥«¨ ¬®¦­® ¯¥°¥­¥±²¨ ª '(x+ y). �±«¨ ²¥¯¥°¼ ' ° ¢­  ­³«¾ ¢ "-®ª°¥±²­®±²¨
±³¬¬» supp f + supp g, ²®  1(x) 2(y)'(x+ y) = 0.

Ǳ°®¢¥°¨¬ ¢²®°³¾. �«¿ «¾¡®£® " > 0 c¤¥« ¥¬ ² ª®¥ ° §¡¨¥­¨¥:

f = f1 + f2; g = g1 + g2;

£¤¥ f1 ¨ g1 ° ¢­» ­³«¾ ¢­¥ "=2-®ª°¥±²­®±²¥© ±¨­£³«¿°­»µ ­®±¨²¥«¥© ®¡®¡-
¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© f ¨ g,   ¢²®°»¥ ±« £ ¥¬»¥ { ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¥ ´³­ª¶¨¨,
¯°¨·¥¬ g2 ¨¬¥¥² ª®¬¯ ª²­»© ­®±¨²¥«¼. �¬¥¥¬

f � g = f1 � g1 + f2 � g1 + f1 � g2 + f2 � g2:
�¤¥±¼ ­®±¨²¥«¼ ±¢¥°²ª¨ f1 �g1 ­ µ®¤¨²±¿ ¢ "-®ª°¥±²­®±²¨ ±³¬¬» ±¨­£³«¿°­»µ
­®±¨²¥«¥© ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© f ¨ g. �±² «¼­»¥ ±« £ ¥¬»¥ { ¡¥±ª®­¥·­®
£« ¤ª¨¥ ¢ ±¨«³ ²¥®°¥¬» 1. �
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3. �¨¯®½««¨¯²¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ²®°». �·¥¢¨¤­®, ·²® ¥±«¨ u { ®¡®¡¹¥­­ ¿
´³­ª¶¨¿, ²®

supp a(D)u � supp u ¨ sing supp a(D)u � sing supp u: (15)

�¯¥° ²®° a(D) ­ §»¢ ¥²±¿ £¨¯®½««¨¯²¨·¥±ª¨¬, ¥±«¨ ¢±¥£¤ 

sing supp u = sing supp a(D)u; (16)

¨­ ·¥ £®¢®°¿, ¥±«¨ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ a(D)u = f ¢±¥£¤  ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­®
£« ¤ª¨¬ ¢ ®¡« ±²¨, ¢ ª®²®°®© f { ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿. �®¦­® £®¢®-
°¨²¼ ¨ ® £¨¯®½««¨¯²¨·¥±ª®¬ ³° ¢­¥­¨¨.

�¥®°¥¬  1. �«¿ ²®£® ·²®¡» ®¯¥° ²®° a(D) ¡»« £¨¯®½««¨¯²¨·¥±ª¨¬, ­¥-
®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·­®, ·²®¡» ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ E ³° ¢­¥­¨¿ a(D)u =
0 ¡»«® ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¬ ¢­¥ ­ · «  ª®®°¤¨­ ².

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥¡µ®¤¨¬®±²¼ ®·¥¢¨¤­ , ² ª ª ª a(D)E = Æ(x). �®-
ª ¦¥¬ ¤®±² ²®·­®±²¼. Ǳ³±²¼ a(D)u = f ¢ Rn ¨ f 2 C1 ¢ ®¡« ±²¨ 
. � -
´¨ª±¨°³¥¬ ²®·ª³ x0 2 
 ¨ ¤®ª ¦¥¬, ·²® ®­  ­¥ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ±¨­£³«¿°­®¬³
­®±¨²¥«¾ °¥¸¥­¨¿. �®§¼¬¥¬ ´³­ª¶¨¾  (x) 2 C10 (Rn), ° ¢­³¾ 1 ¢¡«¨§¨ x0 ¨
­³«¾ ¢­¥ ®ª°¥±²­®±²¨, «¥¦ ¹¥© ¢­³²°¨ 
. �¬¥¥¬ a(D)[ u] = f1, £¤¥ f1 = f
¢¡«¨§¨ x0, ² ª ·²® x0 ­¥ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² sing supp f1. � «¥¥, u = E �f1 ¯® ²¥®°¥¬¥
3 ¨§ ¯. 1 ¨ sing supp[ u] � sing supp f1 ¯® ²¥®°¥¬¥ 2 ¨§ ¯. 2. �­ ·¨², x0 ­¥
¯°¨­ ¤«¥¦¨² sing supp u. �

� · ±²­®±²¨, ³° ¢­¥­¨¥ � ¯« ±  £¨¯®½««¨¯²¨·­®.

�³¹¥±²¢³¾²  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ª°¨²¥°¨¨ £¨¯®½««¨¯²¨·­®±²¨ (¯® ±¢®©±²¢ ¬
¬­®£®·«¥­  a(�)). �¤¨­ ¨§ ­¨µ ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬:

�¥®°¥¬  2. �¯¥° ²®° a(D) £¨¯®½««¨¯²¨·¥­ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®-

£¤  ° ±±²®¿­¨¥ d(�) ®² ²®·ª¨ � 2 R
n ¤® ¯®¢¥°µ­®±²¨ f� 2 C

n : a(�) = 0g
±²°¥¬¨²±¿ ª ¡¥±ª®­¥·­®±²¨ ¯°¨ � !1.

�  ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ®±² ­ ¢«¨¢ ²¼±¿ ­¥ ¡³¤¥¬. �²® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¨ ¤°³£¨¥
ª°¨²¥°¨¨ ¬®¦­® ­ ©²¨, ­ ¯°¨¬¥°, ¢ ª­¨£¥ �. ��¥°¬ ­¤¥°  "�¨­¥©­»¥ ¤¨´´¥-
°¥­¶¨ «¼­»¥ ®¯¥° ²®°» ± · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨", �., �¨°, 1965.

� · ±²­®±²¨, ½««¨¯²¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ²®°» (². ¥. ®¯¥° ²®°» a(D) ± ®²«¨·­»¬
®² 0 ¯°¨ � 6= 0 £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬ a0(�)) £¨¯®½««¨¯²¨·­».

� ¤ · . �»¢¥¤¨²¥ ½²® ¨§ ²®«¼ª® ·²® ¯°¨¢¥¤¥­­®£® ª°¨²¥°¨¿ £¨¯®½««¨-
¯²¨·­®±²¨.

�» ¤®ª ¦¥¬ £¨¯®½««¨¯²¨·­®±²¼ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ³° ¢­¥­¨© ¯®§¤­¥¥ ¤ ¦¥
¯°¨ ¯¥°¥¬¥­­»µ (¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ) ª®½´´¨¶¨¥­² µ ±°¥¤±²¢ ¬¨ ¨±·¨±«¥­¨¿
¯±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ®¯¥° ²®°®¢.

�  ± ¬®¬ ¤¥«¥ °¥¸¥­¨¿ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ³° ¢­¥­¨© a(D)u = f  ­ «¨²¨·¥-

±ª¨ £¨¯®½««¨¯¨·­»: ¥±«¨ ¤«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ ­¥ª®²®°®© ®¡« ±²¨ ¯° ¢ ¿ · ±²¼
³° ¢­¥­¨¿ ° §« £ ¥²±¿ ¢ °¿¤ �¥©«®°  ¯® ±²¥¯¥­¿¬ ° ±±²®¿­¨¿ ®² ½²®© ²®·ª¨,
²® ²® ¦¥ ¢¥°­® ¤«¿ °¥¸¥­¨¿. �¡° ²­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ²®¦¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢®: ¨§
 ­ «¨²¨·¥±ª®© £¨¯®½««¨¯²¨·­®±²¨ ³° ¢­¥­¨¿ a(D)u = 0 ¢»²¥ª ¥² ¥£® ½««¨-
¯²¨·­®±²¼. �²® ²¥®°¥¬  �.�. Ǳ¥²°®¢±ª®£® (¤®ª § ­­ ¿ ¨¬ ¤«¿ ³° ¢­¥­¨© ±
 ­ «¨²¨·¥±ª¨¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨).
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������ 8.

4. �° ­±¯®­¨°®¢ ­­»© ®¯¥° ²®°. � ¬¥­  ¯¥°¥¬¥­­»µ. �²®² ¨
±«¥¤³¾¹¨© ¯³­ª²» ±®¤¥°¦ ² ¯®«¥§­»© ²¥µ­¨·¥±ª¨© ¬ ²¥°¨ «.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥. Ǳ³±²¼ L ¨ tL { ¤¢  ­¥¯°¥°»¢­»µ ®¯¥° ²®°  ­  ¯°®±²° ­±²¢¥
®±­®¢­»µ ´³­ª¶¨© X , ±¢¿§ ­­»¥ ´®°¬³«®©

hL ; 'i = h ; tL'i (';  2 X ): (1)

�®£¤  ®¯¥° ²®° tL ­ §»¢ ¥²±¿ ²° ­±¯®­¨°®¢ ­­»¬ ª L. Ǳ³±²¼ ²¥¯¥°¼ ®¯¥-
° ²®° L ¯°®¤®«¦¥­ ¤® ­¥¯°¥°»¢­®£® ®¯¥° ²®°  ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ ®¡®¡¹¥­­»µ
´³­ª¶¨© X 0 ¯® ´®°¬³«¥

hLf; 'i = hf; tL'i (' 2 X ; f 2 X 0): (2)

�®£¤  ¯®-¯°¥¦­¥¬³ tL ­ §»¢ ¥²±¿ ®¯¥° ²®°®¬, ²° ­±¯®­¨°®¢ ­­»¬ ª L.

Ǳ°¨¬¥°»:

1) �¯¥° ²®° ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿: L = D�; tL = (�1)j�jD�.

2) �¯¥° ²®° ³¬­®¦¥­¨¿ ­  ´³­ª¶¨¾: L = a(x)� = tL.

3) �¨­¥©­»© ®¯¥° ²®° ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ:

L = a(x;D) =
X
j�j�m

a�(x)D
�; tL = ta(x;D) =

X
j�j�m

(�1)j�jD�[a�(x)�]:

4) Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥: L = F = tL.

�²®·­¨²¥ ± ¬¨ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ ®¡ a(x) ¢ ¯°¨¬¥°¥ 2 ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¯°®-
±²° ­±²¢  X , ® ª®½´´¨¶¨¥­² µ ¢ ¯°¨¬¥°¥ 3) ¨ ® ¯°®±²° ­±²¢ µ ¢ ¯°¨¬¥°¥
4.

5) �¯¥° ²®° ±¤¢¨£  Lf(x) = f(x� x0);
tL'(x) = '(x+ x0).

� ¯°¨¬¥°, Æ(x� x0) ¿¢«¿¥²±¿ ±¤¢¨£®¬ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ Æ(x):

hÆ(x� x0); '(x)i = hÆ(x); '(x+ x0)i: (3)

6) �®¦­® ° ±±¬®²°¥²¼ ¡®«¥¥ ®¡¹¨¥ ®¡° ²¨¬»¥ £« ¤ª¨¥ § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­»µ.
Ǳ³±²¼ § ¤ ­ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ � : x 7! y = y(x) ®¡« ±²¨ 
1 ­  ®¡« ±²¼ 
2, ¨
¯³±²¼  (³) { ´³­ª¶¨¿ ­  
2. �®°¬³« 

(�� )(x) =  (�(x)) =  (y(x)) (4)

®¯°¥¤¥«¿¥² ®²®¡° ¦¥­¨¿

C1(
2)! C1(
1); L1;loc(
2)! L1;loc(
1); D(
2)! D(
1): (5)

�²®¡» ¯°®¤®«¦¨²¼ �� ¤® ®²®¡° ¦¥­¨¿ D0(
2) ! D0(
1), ­ ©¤¥¬ ²° ­±¯®­¨-
°®¢ ­­»© ®¯¥° ²®°. Ǳ³±²¼ ' 2 D(
1),  2 D(
2). �®£¤ Z

 (y(x))'(x) dx =

Z
 (y)'(x(y))j det@x=@yj dy;
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£¤¥ x = x(y) { ®¡° ²­»© ª � ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ ®¡« ±²¨ 
2 ­  ®¡« ±²¼ 
1 ¨
±¯° ¢  ¯®¿¢¨«±¿ ¬®¤³«¼ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ �ª®¡¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

(t��)('(x)) = '(x(y))j det@x=@yj: (6)

�«¿ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© f ¯®«®¦¨¬

h��f; '(x)i = hf; '(x(y))j det@x=@yji: (7)

7) �¹¥ ®¤¨­ ¢ ¦­»© · ±²­»© ±«³· © { £®¬®²¥²¨¿:

�(x) = y = tx; (��) (x) =  (tx) (t > 0): (8)

�­  ®¯°¥¤¥«¥­ , ¢ · ±²­®±²¨, ¢ D, S, E . �° ­±¯®­¨°®¢ ­­»© ®¯¥° ²®° ¨¬¥¥²
¢¨¤ '(x) 7! t�n'(y=t). �«¿ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© f (¨§ D0, S 0, E 0) ®¯°¥¤¥«¥­¨¥
£®¬®²¥²¨¨ f(x) 7! f(tx) ¯°¨­¨¬ ¥² ¢¨¤

hf(tx); '(x)i = t�nhf(y); '(y=t)i;

¨«¨
hf(tx); '(x)i = t�nhf(x); '(x=t)i: (9)

�­®£¤  ­³¦­  £®¬®²¥²¨¿ ± ®²°¨¶ ²¥«¼­»¬ t; ²®£¤  ¢ (9) t�n § ¬¥­¿¥²±¿ ­ 
jtj�n.

5. �¤­®°®¤­»¥ ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨.
�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ f ­ §»¢ ¥²±¿ (¯®«®¦¨²¥«¼­®) ®¤­®-

°®¤­®© ±²¥¯¥­¨ s, ¥±«¨

f(tx) = tsf(x) (t > 0); (10)

².¥.
t�nhf(x); '(x=t)i = tshf(x); '(x)i (t > 0): (11)

Ǳ°¨¬¥°» ¨ § ¬¥· ­¨¿. 1. �³­ª¶¨¿ jxjs ­  R
n «®ª «¼­® ¨­²¥£°¨°³¥¬ 

¯°¨ s > �n. �³­ª¶¨®­ « ²¨¯  ½²®© ´³­ª¶¨¨ ¿¢«¿¥²±¿, ª®­¥·­®, ®¤­®°®¤­®©
®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¥© ²®© ¦¥ ±²¥¯¥­¨. Ǳ°®¢¥¤¨²¥ ± ¬¨ ´®°¬ «¼­³¾ ¯°®¢¥°ª³.

2. �¥«¼² -´³­ª¶¨¿ ®¤­®°®¤­  ±²¥¯¥­¨ �n:

hÆ(tx); '(x)i = t�nhÆ(x); '(x=t)i = t�n'(0):

3. �±«¨ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ f ®¤­®°®¤­  ±²¥¯¥­¨ s, ²® «¾¡ ¿ ¥¥ ¯°®¨§-

¢®¤­ ¿ ®¤­®°®¤­  ±²¥¯¥­¨ s� 1.

�¥©±²¢¨²¥«¼­®,

t�nh@jf; '(x=t)i = �t�nhf; @j'(x=t)i = �t�n�1hf; (@j')(x=t)i:

�§ (11) ±«¥¤³¥², ·²® ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ° ¢­ 

�ts�1hf; @j'(x)i = ts�1h@jf; '(x)i;
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·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ­ ¸¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥.

4. �° ¢­¥­¨¥ �©«¥°  ¤«¿ ®¤­®°®¤­»µ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©. �° ¢­¥­¨¥ �©-
«¥°  ¤«¿ ®¡»·­»µ ®¤­®°®¤­»µ ±²¥¯¥­¨ s ´³­ª¶¨© ¨¬¥¥², ª ª ¨§¢¥±²­®, ¢¨¤

nX
1

xj@jf(x) = sf(x): (12)

�²® ³±«®¢¨¥ ½ª¢¨¢ «¥­²­® ®¤­®°®¤­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ f ±²¥¯¥­¨ s. Ǳ°®¢¥°¨¬, ·²®
½²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ®±² ¥²±¿ ¢ ±¨«¥ ¤«¿ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©. �«¿ ­¨µ ³° ¢­¥­¨¥
(12) ®§­ · ¥², ·²®

�hf;
X

@j(xj'(x))i = shf; 'i;
¨«¨

�hf;
X

xj@j'(x)i = (s+ n)hf; 'i: (13)

Ǳ³±²¼ f { ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ®¤­®°®¤­ ¿ ±²¥¯¥­¨ s. �²® ®§­ · ¥², ·²®

hf; '(x=t)i = ts+nhf; '(x)i:

Ǳ°®¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ½²® ²®¦¤¥±²¢® ¯® t. �²®¡» ®¡®±­®¢ ²¼ ¯°¨¢¥¤¥­­®¥
­¨¦¥ ¢»·¨±«¥­¨¥ ¯°®¨§¢®¤­®© «¥¢®© · ±²¨, ±«¥¤³¥² ¢°¥¬¥­­® § ¬¥­¨²¼ f ¯®¤-
µ®¤¿¹¥© ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¥© ± ª®¬¯ ª²­»¬ ­®±¨²¥«¥¬ ¨ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±²°³ª-
²³°³ ² ª¨µ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©. Ǳ®«³·¨¬

�hf;
X

xjt
�2@j'(x=t)i = (s+ n)ts+n�1hf; '(x)i:

Ǳ®« £ ¿ t = 1, ¯®«³· ¥¬ (13).
�¡° ²­®, ¯³±²¼ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±®®²­®¸¥­¨¥ (13). � ±±¬®²°¨¬ ¤°®¡¼

hf; '(x=t)i
ts+n

:

Ǳ°®¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ¥¥ ¯® t. Ǳ®«³·¨¬

�hf;Pxjt
�2@j'(x=t)its+n � hf; '(x=t)i(s+ n)ts+n�1

t2(s+n)
= 0

¢ ±¨«³ (13) c x=t ¢¬¥±²® x. �­ ·¨²,

hf; '(x=t)i
ts+n

= const = hf; '(x)i;

².¥. f ®¤­®°®¤­  ±²¥¯¥­¨ s. �

5. Ǳ³±²¼ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ f ®¤­®°®¤­  ±²¥¯¥­¨ s. �®£¤  ¥¥ ¯°¥®¡° -

§®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ®¤­®°®¤­® ±²¥¯¥­¨ �n� s.

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ­ ¬ ¤ ­® ±®®²­®¸¥­¨¥ (11), ¨ ­ ¤® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®

t�nhFf;  (�=t)i = t�s�nhFf;  (�)i: (14)
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Ǳ³±²¼ '(x) = F [ (�)]. �¥¢ ¿ · ±²¼ ¢ (14) ° ¢­ 

t�nhf; F [ (�=t)]i = t�nhf;
Z
 (�=t)e�ix��d�i:

�¤¥±¼ ¢ ¨­²¥£° «¥ ¤¥« ¥¬ § ¬¥­³ �=t = �. Ǳ®«³· ¥¬, ·²® ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ° ¢­ 
hf; '(xt)i, ².¥., c ³·¥²®¬ (11),

t�n�shf; '(x)i = t�n�shf; F [ (�)]i = t�n�shFf;  (x)i;

·²® ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯° ¢®© · ±²¼¾ ¢ (14). �

6. �³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ � ¯« ± . �° ¢­¥­¨¥

�E = Æ(x) (15)

¯°¨ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¨ �³°¼¥ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ³° ¢­¥­¨¥

�j�j2FE = 1: (16)

�¬­®¦¨¬ ¥£® ­  �1=j�j2. �²® ´®°¬ «¼­ ¿ ®¯¥° ¶¨¿, ² ª ª ª ®¡®¡¹¥­­»¥
´³­ª¶¨¨ ¬» ³¬¥¥¬ ³¬­®¦ ²¼ ²®«¼ª® ­  ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¥ ´³­ª¶¨¨. �¤-
­ ª® ° ±±¬®²°¨¬ ¯®«³· ¾¹³¾±¿ ´®°¬³«³

(FE)(�) = � 1

j�j2 : (17)

�¤¥±¼ ±¯° ¢  { «®ª «¼­® ¨­²¥£°¨°³¥¬ ¿ ´³­ª¶¨¿, ¥±«¨ n � 3. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¥¥
®¡° ²­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ { ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ®¤­®°®¤­ ¿ ±²¥¯¥­¨
�n + 2. �°®¬¥ ²®£®, ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ¢ (17) ±´¥°¨·¥±ª¨ ±¨¬¬¥²°¨·­ , ².e. ­¥
¬¥­¿¥²±¿ ¯°¨ ¯®¢®°®² µ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ². �²±¾¤  ¬®¦­® ¢»¢¥±²¨, ·²® ¥¥
®¡° ²­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ²®¦¥ ±´¥°¨·¥±ª¨ ±¨¬¬¥²°¨·­®. (�¤¥±¼ § -
¤ · . �¡®§­ ·¨¢ ·¥°¥§ � ¯®¢®°®² ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ², ­ ©¤¨²¥ ­ ©¤¨²¥ ��

¤«¿ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ¨ ¯°®¢¥°¼²¥, ·²® ±´¥°¨·¥±ª ¿ ±¨¬¬¥²°¨¿ ®¡®¡¹¥­-
­®© ´³­ª¶¨¨ ¢«¥·¥² ±´¥°¨·¥±ª³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾ ¥¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �³°¼¥, ª ª
¯°¿¬®£®, ² ª ¨ ®¡° ²­®£®.)

�ª § ­­®¥ ¯®§¢®«¿¥² ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ E ¬®¦­®
­ ©²¨ ¢ ¢¨¤¥

En(x) = cn
jxjn�2 ; (18)

¯°¨ n � 3 ½²® ²®¦¥ «®ª «¼­® ¨­²¥£°¨°³¥¬ ¿ ´³­ª¶¨¿. �²® ¯®¤²¢¥°¦¤ ¥²±¿
±«¥¤³¾¹¥© ¢»ª« ¤ª®©, ¨±¯®«¼§³¾¹¥© ´®°¬³«³ �°¨­  ¤«¿ ®¯¥° ²®°  � ¯« ± :Z




[�u(x) � v(x) dx� u(x) ��v(x)] dx =
Z
�

[@�u(x) � v(x)� u(x) � @�v(x)] dS: (19)

�¤¥±¼ 
 { ®£° ­¨·¥­­ ¿ ®¡« ±²¼ ¢ Rn c £« ¤ª®© £° ­¨¶¥© �, @� { ¯°®¨§¢®¤­ ¿
¯® ¢­¥¸­¥© ­®°¬ «¨, u ¨ v { ´³­ª¶¨¨ ª« ±±  C2(
).
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�» ¨¬¥¥¬, ¯®« £ ¿ r = jxj,

h�r�n+2; 'i = hr�n+2;�'i = lim
"!0

Z
r�"

r�n+2�'(x) dx:

�ª°¥±²­®±²¼ ­ · «  ¢»°¥§ ­  ¨§-§  ®±®¡¥­­®±²¨ ³ r�n+2. Ǳ® ´®°¬³«¥ �°¨­ 
(19), ¨­²¥£° « ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ° ¢¥­ ( c ³·¥²®¬ ²®£®, ·²® @r { ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¯®
¢­³²°¥­­¥© ­®°¬ «¨)Z

r�"

�r�n+2 � '(x) dx�
Z
r="

r�n+2@r'(x) dS +

Z
r="

@rr
�n+2 � '(x) dS:

�¯° ¢  ¯¥°¢»© ¨­²¥£° « ° ¢¥­ ­³«¾, ² ª ª ª ´³­ª¶¨¿ r�n+2 £ °¬®­¨·­  ¢­¥
­ · «  ª®®°¤¨­ ². �²®°®© ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾, ² ª ª ª \¯«®¹ ¤¼" ±´¥°» ° -
¤¨³±  " ¨¬¥¥² ¯®°¿¤®ª "n�1. �°¥²¨© ±²°¥¬¨²±¿ ª �(n� 2)�n�1'(0), £¤¥ �n�1
{ ¯«®¹ ¤¼ ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°» ¢ Rn .

� ª¨¬ ®¡° §®¬,

�
1

rn�2
= ecnÆ(x); £¤¥ ecn = �(n� 2)�n�1; (20)

¯°¨ n � 3, ² ª ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥

En(x) = 1ecnrn�2 (21)

{ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥.

Ǳ«®¹ ¤¼ ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°» �n�1 ®¡»·­® ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¢ ª³°±¥  ­ «¨§ . � -
¯®¬­¨¬ ª° ²ª®, ª ª ½²® ¤¥« ¥²±¿.

Ǳ®«®¦¨¬

I1 =

Z 1

�1

e�x
2

dx; In =

Z
Rn

e�jxj
2

dx:

�±­®, ·²® In = In1 . �»·¨±«¿¿ ¨­²¥£° « In ¯¥°¥µ®¤®¬ ª ±´¥°¨·¥±ª¨¬ ª®®°¤¨-
­ ² ¬ ¨ ¯®¤±² ­®¢ª®© r2 = t, ¯®«³· ¥¬

In = �n�1

Z 1

0

e�r
2

rn�1dr = �n�1
1

2

Z 1

0

e�tt
n
2
�1dt =

�n�1
2

�

�
n

2

�
:

�°®¬¥ ²®£®,

I2 = 2�

Z 1

0

e�r
2

rdr = �;

² ª ·²® I1 =
p
�, In = �n=2. � ¨²®£¥

�n�1 =
2�n=2

�
�
n
2

� : (22)
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�±¯®«¼§³¿ ¨§¢¥±²­»¥ ´®°¬³«» ¤«¿ £ ¬¬ -´³­ª¶¨¨, ¢ · ±²­®±²¨, ´®°¬³«³
�(1=2) =

p
�, ¯®«³· ¥¬ ®ª®­· ²¥«¼­®

�2k+1 =
2�k+1

k!
; �2k =

2(2�)k

(2k � 1)!!
; (23)

£¤¥ ¢ ¯®±«¥¤­¥¬ §­ ¬¥­ ²¥«¥ { ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­¥·¥²­»µ ·¨±¥« ®² 1 ¤® 2k � 1.
�«¿ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®£® °¥¸¥­¨¿ ¯°¨ n = 3 ¯®«³· ¥²±¿ ´®°¬³« 

E3(x) = � 1

4�jxj : (24)

�«³· © n = 2. Ǳ°¨ n = 2 ´³­ª¶¨¿ r�2 ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ «®ª «¼­® ¨­²¥£°¨°³¥¬®©
¨ ­ ¸¥ ¯¥°¢®­ · «¼­®¥ ° ±±³¦¤¥­¨¥ ­¥ ¯°®µ®¤¨². �® ¥±«¨ ­ · ²¼ ± ´³­ª¶¨¨
ln r, £ °¬®­¨·¥±ª®© ¢­¥ ­ · « , ²® ¬®¦­® § ¬¥²¨²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥. �¡®¡¹¥­­ ¿
´³­ª¶¨¿ � ln r ±®±°¥¤®²®·¥­  ¢ ­ · «¥ ª®®°¤¨­ ² ¨, §­ ·¨², ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¥©-
­®© ª®¬¡¨­ ¶¨¥© ¤¥«¼² -´³­ª¶¨¨ ¨ ¥¥ ¯°®¨§¢®¤­»µ. �® ¯¥°¢»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥
«®£ °¨´¬  ®¤­®°®¤­» ±²¥¯¥­¨ �1 (¨, ª ª ¨ «®£ °¨´¬, «®ª «¼­® ¨­²¥£°¨°³-
¥¬»). Ǳ®½²®¬³ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ � ln r ®¤­®°®¤­  ±²¥¯¥­¨ �2. �­ ·¨²,
®­  ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­  ¤¥«¼² -´³­ª¶¨¨:

� ln r = ec2Æ(x):
Ǳ®±²®¿­­ ¿ ¢»·¨±«¿¥²±¿, ª ª ¢»¸¥, ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ´®°¬³«» �°¨­  ¤«¿ ®¯¥° -
²®°  � ¯« ± ; ®­  ° ¢­  2�.

� ¤ · : ¯°®¢¥¤¨²¥ ½²® ¢»·¨±«¥­¨¥.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨ n = 2 ¯®«³· ¥²±¿ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥

E2(x) = � 1

2�
ln
1

r
: (25)

� ª ±²°®¿²±¿ ´³­¤ ¬¥­² «¼­»¥ °¥¸¥­¨¿ ®¡¹¨µ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ³° ¢­¥­¨©
± ¯®±²®¿­­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨, ¬®¦­® ¯°®·¨² ²¼ ¢ ª­¨£¥ �.�. �¥«¼´ ­¤  ¨
�.�. �¨«®¢  \�¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ¨ ¤¥©±²¢¨¿ ­ ¤ ­¨¬¨".
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������ 9.

6. �³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ®¡¹¥£® ³° ¢­¥­¨¿ ± ¯®±²®¿­­»¬¨
ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨.

�¥®°¥¬ . �«¿ «¾¡®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ ± ¯®±²®¿­­»¬¨

ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨

a(D)u =
X
j�j�m

a�D
�u = 0 (1)

±³¹¥±²¢³¥² ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ E.
�®ª § ²¥«¼±²¢® (��¥°¬ ­¤¥°). Ǳ³±²¼ '(x) 2 D ¨  (�) = F�1[']. �»

¯®«®¦¨¬

hE ; 'i = hFE ;  i =
Z
H

 (�)

a(�)
d�; (2)

£¤¥ H { ­¥ª®²®° ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¢ C
n , \¯ ° ««¥«¼­ ¿" R

n .

Ǳ°¨ n = 1 ¤®±² ²®·­® ¢§¿²¼ ¯°¿¬³¾

f� = � + i� : � 2 R
ng

± ² ª¨¬ ¯®±²®¿­­»¬ � , ·²® ®­  ­¥ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ­³«¨ ¬­®£®·«¥­  a(�). �®£¤ 
¨­²¥£° « ±³¹¥±²¢³¥² ¨

ha(D)E ; 'i = hE ; a(�D)'i =Z
H

a(�) (�)

a(�)
d� =

Z
H

 (�) d� =

Z
R

 (�) d� = '(0);

·²® ¨ ²°¥¡³¥²±¿. �¤¥±¼ ¨±¯®«¼§®¢ ­» ¡»±²°®¥ ³¡»¢ ­¨¥ ´³­ª¶¨¨  (�) ¢ ¯®«®±¥
j Im �j � const ¨ ´®°¬³« 

'(x) =

Z
e�ix�� (�) d�:

Ǳ°¨ n > 1 ¬» ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢ a(D) ª®½´´¨¶¨¥­² ¯°¨ ±² °¸¥© ¯°®¨§-
¢®¤­®© Dm

n { ­¥­³«¥¢®¥ ·¨±«®.

� ¤ · . Ǳ®ª ¦¨²¥, ·²® ½²®£® ¢±¥£¤  ¬®¦­® ¤®¡¨²¼±¿ ¯®¤µ®¤¿¹¨¬ ¯®¢®°®-
²®¬ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ².

�»µ®¤ ¢ ª®¬¯«¥ª±­³¾ ®¡« ±²¼ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ²®£¤  ¯® ¯¥°¥¬¥­­®¬³ �n ¯°¨
ª ¦¤®¬ �0 = (�1; : : : ; �n�1). �±«¨ ´¨ª±¨°®¢ ²¼ �0, ²® ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ ² ª®¥
� = �(�0), ·²®, ±ª ¦¥¬, j� j � m+ 1 ¨

ja(�0; �n + i�)j � const > 0 (3)

¯°¨ ¢±¥µ �n, £¤¥ ¯®±²®¿­­ ¿ ­¥ § ¢¨±¨² ®² �.
� «¥¥, ª ¦¤ ¿ ²®·ª  �00 ¨¬¥¥² ®ª°¥±²­®±²¼ O(�00) ¢ Rn�1 , ² ª³¾, ·²® ­¥-

° ¢¥­±²¢® ¢¨¤  (3) (± ¢¤¢®¥ ¬¥­¼¸¥© ª®­±² ­²®©) ¢»¯®«­¥­® ¯°¨ ¢±¥µ � c
� = �(�00). �§ ¯®ª°»²¨¿ ¯°®±²° ­±²¢  Rn�1 ² ª¨¬¨ ®ª°¥±²­®±²¿¬¨ ¬®¦­®
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¢»¡° ²¼ «®ª «¼­® ª®­¥·­®¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦­® ³ª § ²¼ ² ª®¥ ¯®ª°»²¨¥
fOjg11 ¯°®±²° ­±²¢  R

n�1 ¨ ² ª¨¥ §­ ·¥­¨¿ � = �j, ·²® j�j j � m+ 1 ¨

ja(�0; �n + i�j)j � const > 0 ¯°¨ �0 2 Oj ; �n 2 R (4)

c ¯®±²®¿­­®©, ­¥ § ¢¨±¿¹¥© ®² j. � ¬¥­¨¬ Oj ­ 


1 = O1; 
2 = O2 n 
1; 
3 = O3 n (
1 [ 
2)

¨ ².¤. �¥¯¥°¼ ®¯°¥¤¥«¨¬ H ª ª ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ²®·¥ª

� = (�0; �n + i�); £¤¥ � = �j ¯°¨ �0 2 
j: (5)

�²® ¬­®¦¥±²¢® ­ §»¢ ¾² «¥±²­¨¶¥© ��¥°¬ ­¤¥° . Ǳ°®¢¥°ª  ²®£®, ·²® ´®°-
¬³«  (2) ®¯°¥¤¥«¿¥² ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥, ¯°®¢®¤¨²±¿ ² ª ¦¥, ª ª ¢ ®¤-
­®¬¥°­®¬ ±«³· ¥.

� ¤ · . Ǳ°®¢¥¤¨²¥ ½²³ ¯°®¢¥°ª³.

�²¨¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® § ª ­·¨¢ ¥²±¿. �

7. �¥¸¥­¨¿ £¨¯®½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ³° ¢­¥­¨© ± ¨§®«¨°®¢ ­­»¬¨ ®±®-
¡¥­­®±²¿¬¨. �» ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ ® ±²°³ª²³°¥ °¥¸¥­¨¿ £¨¯®½««¨¯²¨·¥-
±ª®£® ³° ¢­¥­¨¿ ± ¯®±²®¿­­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ¢­¥ ­¥ª®²®°®© ²®·ª¨, ¯°¨
¯®¤µ®¤¥ ª ª®²®°®© ½²® °¥¸¥­¨¥ ®¶¥­¨¢ ¥²±¿ ¯® ¬®¤³«¾ ­¥ª®²®°®© ±²¥¯¥­¼¾
° ±±²®¿­¨¿ ®² ­¥¥.

�¥®°¥¬  1. Ǳ³±²¼ a(D) { £¨¯®½««¨¯²¨·¥±ª¨© ®¯¥° ²®°, E(x) { ´³­¤ -

¬¥­² «¼­®¥ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ a(D)u = 0, 
 { ®¡« ±²¼ ¢ R
n , ±®¤¥°¦ ¹ ¿

­ · «® ª®®°¤¨­ ², ¨ u(x) { ´³­ª¶¨¿ ¨§ C1(
 n f0g), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³° ¢-
­¥­¨¾ a(D)u = 0 ¢ 
 n f0g. Ǳ°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢¡«¨§¨ ­ · « 

ju(x)j � Cjxj�N (6)

± ­¥ª®²®°»¬¨ ¯®«®¦¨²¥«¼­»¬¨ ¯®±²®¿­­»¬¨ C ¨ N . �®£¤ 

u(x) =
X
j�j�s

c�@
�E(x) + u0(x) (7)

¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ s, £¤¥ c� { ¯®±²®¿­­»¥ ¨ u0(x) { °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ a(D)u0 = 0
¢ 
.

�¢¨¤³ £¨¯®½««¨¯²¨·­®±²¨ u0 2 C1(
) ¨ E(x) { ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿
¢­¥ ­ · «  ª®®°¤¨­ ². �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ¯®­ ¤®¡¨²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿
«¥¬¬ .

�¥¬¬ . Ǳ³±²¼ ´³­ª¶¨¿ u(x) ¯°¨­ ¤«¥¦¨² C1(
 n f0g) ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²
³±«®¢¨¾ (6) ¢¡«¨§¨ ­ · « . �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿eu 2 D(
), ·²® ¥¥ ±³¦¥­¨¥ ­  
 ±®¢¯ ¤ ¥² ± u(x).
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ³±²¼ ´³­ª¶¨¿  (x) ¨§ D(
) ° ¢­  1 ¢¡«¨§¨ ­ · « .
Ǳ®« £ ¥¬ ¤«¿ ' 2 D

heu; 'i = Z



u(x)

�
'(x)�  (x)

X
j�j�N�1

@�'(0)

�!
x�
�
dx: (8)

�³­ª¶¨¿ ¢ ª¢ ¤° ²­»µ ±ª®¡ª µ ¥±²¼ O(jxjN). Ǳ®½²®¬³ ¨­²¥£° « ±µ®¤¨²±¿ ¨
®¯°¥¤¥«¿¥², ª®­¥·­®, ®¡®¡¹¥­­³¾ ´³­ª¶¨¾ ¢ 
. �±«¨ '(x) = 0 ¢ ®ª°¥±²­®±²¨
­ · « , ²® eu ¤¥©±²¢³¥² ­  ' ª ª u(x). �

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬». �±¯®«¼§³¿ «¥¬¬³, ¨¬¥¥¬

a(D)eu = a(D)u = 0 ¢ 
 n f0g:
Ǳ®½²®¬³ ­®±¨²¥«¼ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ a(D)eu { ²®·ª  0 ¨

a(D)eu = X
j�j�s

c�@
�Æ(x): (9)

Ǳ®«®¦¨¬
u0(x) = eu� X

j�j�s

c�@
�E(x):

�²® ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§ D0(
), ¨ ¢¢¨¤³ (9) a(D)u0 = 0 ¢ 
, ² ª ·²® u0 2
C1(
). � 
 n f0g ¯®«³· ¥¬ (7). �

� ª ·¥±²¢¥ ±«¥¤±²¢¨¿ ¯®«³· ¥²±¿ ²¥®°¥¬  ®¡ ³±²° ­¨¬®© ®±®¡¥­­®±²¨ ¤«¿
£ °¬®­¨·¥±ª¨µ ´³­ª¶¨©. Ǳ³±²¼ ±­®¢  
 { ®¡« ±²¼ ¢ R

n , ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ­ · «®
ª®®°¤¨­ ².

�¥®°¥¬  2. Ǳ³±²¼ u(x) { £ °¬®­¨·¥±ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ¢ 
nf0g, ¨ ¯³±²¼ ¢¡«¨§¨
­ · « 

u(x) = o(jxj�n+2); ¥±«¨ n � 3; o(ln jxj�1); ¥±«¨ n = 2: (10)

�®£¤  u(x) { £ °¬®­¨·¥±ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ¢ 
.

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¨§ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ (10) ±«¥¤³¥², ·²® ¢ (7) ¢±¥ c� ° ¢­» 0, ½²®
¯®«³· ¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ­ ·¨­ ¿ ± � c ­ ¨¡®«¼¸¨¬ j�j, ± ³·¥²®¬ ´®°¬³«
¤«¿ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®£® °¥¸¥­¨¿. �

8. �¥®°¥¬  �¨³¢¨««¿ ¨ ¥¥ ®¡®¡¹¥­¨¿. �¥®°¥¬  �¨³¢¨««¿ ¤«¿ £ °¬®-
­¨·¥±ª¨µ ´³­ª¶¨© ¡³¤¥² ¯°¨¢¥¤¥­  ¢ ª®­¶¥ ½²®£® ¯³­ª² . �» ­ ·­¥¬ ± ¡®«¥¥
®¡¹¥© ²¥®°¥¬».

�¥®°¥¬  1. Ǳ³±²¼ a(0) = 0 ¨ a(�) 6= 0 ¯°¨ ®±² «¼­»µ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ �,
u 2 S 0(Rn) ¨ a(D)u = 0. �®£¤  u { ¬­®£®·«¥­.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ³±²¼ v = Fu. �®£¤  a(�)v = 0. Ǳ®½²®¬³ ®¡®¡¹¥­­ ¿
´³­ª¶¨¿ v ±®±°¥¤®²®·¥­  ¢ ­ · «¥. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨  2 D ° ¢­  0 ¢
®ª°¥±²­®±²¨ ­ · « , ²®

hv;  i = hv; a(�) (�)
a(�)

i = ha(�)v;  (�)
a(�)

i = 0:
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�­ ·¨²,

v(x) =
X
j�j�s

b�@
�Æ(x); u(x) =

X
j�j�s

±�x
�: �

� ¯®¬­¨¬, ·²® u 2 S 0, ¥±«¨, ­ ¯°¨¬¥°, ½²® ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ³¬¥°¥­­®£®
°®±²  (².¥. °®±²  ­¥ ¢»¸¥ ±²¥¯¥­­®£®). � · ±²­®±²¨, ½²® ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¡»·­®¥
(¤®±² ²®·­® £« ¤ª®¥) °¥¸¥­¨¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¡»·­®¥ °¥¸¥­¨¥ u(x) ³¬¥-
°¥­­®£® °®±²  ®ª §»¢ ¥²±¿ ¬­®£®·«¥­®¬. �±«¨ ¦¥ ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® u(x)
{ ®£° ­¨·¥­­®¥ ®¡»·­®¥ °¥¸¥­¨¥, ²® ¯®«³·¨¬, ·²® ½²® ¯®±²®¿­­ ¿. � ¯°¨-
¬¥°, ²® ¨ ¤°³£®¥ ¢¥°­® ¤«¿ £ °¬®­¨·¥±ª¨µ ´³­ª¶¨©. �¥®°¥¬  ® ¯®±²®¿­±²¢¥
®£° ­¨·¥­­®© ¢ Rn £ °¬®­¨·¥±ª®© ´³­ª¶¨¨ { ½²® ¨ ¥±²¼ ²¥®°¥¬  �¨³¢¨««¿.1

�²¬¥²¨¬, ·²® ³±«®¢¨¥ a(�) 6= 0 ¯°¨ � 6= 0 ±³¹¥±²¢¥­­® ¢ ²¥®°¥¬¥: ¥±«¨
a(�0) = 0 ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ �0 6= 0, ²® ¨¬¥¥²±¿ °¥¸¥­¨¥ eix��0 .

� ¤ · . Ǳ³±²¼ a(�) 6= 0 ¯°¨ ¢±¥µ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ �. Ǳ°®¢¥°¼²¥, ·²® ²®£¤ 
°¥¸¥­¨¥ u 2 S ³° ¢­¥­¨¿ a(D)u = 0 ®ª §»¢ ¥²±¿ ²®¦¤¥±²¢¥­­»¬ ­³«¥¬.

9. �¤­®°®¤­»¥ ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ (®ª®­· ­¨¥). �²®² ¯³­ª² ±®¤¥°-
¦¨² ±³¹¥±²¢¥­­»¥ ¤®¯®«­¥­¨¿ ª ¯. 5.

�­ «¨²¨·¥±ª®¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ f�. �¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª-
¶¨¿ f�, § ¢¨±¿¹ ¿ ®² ·¨±«®¢®£® ¯ ° ¬¥²°  �, ­ §»¢ ¥²±¿  ­ «¨²¨·¥±ª®© ¯® �
¢ ­¥ª®²®°®© ®¡« ±²¨ ­  ª®¬¯«¥ª±­®© ¯«®±ª®±²¨, ¥±«¨ ·¨±«®¢ ¿ ´³­ª¶¨¿ hf�; 'i
 ­ «¨²¨·­  ¯® � ¢ ½²®© ®¡« ±²¨.

Ǳ³±²¼ f(x) { ¯®«®¦¨²¥«¼­® ®¤­®°®¤­ ¿ ±²¥¯¥­¨ 1 ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ¯®-
«®¦¨²¥«¼­ ¿ ¯°¨ x 6= 0. �³­ª¶¨¿ f�(x) «®ª «¼­® ¨­²¥£°¨°³¥¬  ¯°¨ Re� > �n
¨ ®¯°¥¤¥«¿¥², ª®­¥·­®,  ­ «¨²¨·¥±ª³¾ ®¡®¡¹¥­­³¾ ´³­ª¶¨¾ ¢ ½²®© ¯®«³¯«®±-
ª®±²¨. � ±±¬®²°¨¬ ¢®¯°®± ® ¥¥  ­ «¨²¨·¥±ª®¬ ¯°®¤®«¦¥­¨¨. � ¯¨¸¥¬

hf�; 'i =
Z



f�(x)['(x)�'(0)] dx+
Z
Rnn


f�(x)'(x) dx+'(0)

Z



f�(x) dx; (11)

£¤¥ 
 { ª ª ¿-­¨¡³¤¼ ®£° ­¨·¥­­ ¿ ®¡« ±²¼, ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ­ · «® ª®®°¤¨­ ².
�³­ª¶¨¾ ' ±·¨² ¥¬ ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¥© D. �²®¡» ®±³¹¥±²¢¨²¼  ­ «¨²¨·¥±ª®¥
¯°®¤®«¦¥­¨¥, ¯°¥®¡° §³¥¬ ¯®±«¥¤­¨© ¨­²¥£° «. �±¯®«¼§³¿ ³° ¢­¥­¨¥ �©«¥° 
¤«¿ f�, ¨¬¥¥¬ Z




f�(x) dx =
1

�

nX
1

Z



xk@kf
�(x) dx:

�­²¥£°¨°³¿ ±¯° ¢  ¯® · ±²¿¬, ¯®«³· ¥¬, ·²®Z



f�(x) dx =
1

�

Z
�

f�(x)! � n

�

Z



f�(x) dx; (12)

£¤¥ � { £° ­¨¶  ®¡« ±²¨ 
 (¯°¥¤¯®« £ ¥¬ £° ­¨¶³ £« ¤ª®©) ¨ ´®°¬  ! ®¯°¥-
¤¥«¿¥²±¿ ° ¢¥­±²¢®¬

! = x1dx2 : : : dxn � x2dx1dx3 : : : dxn + � � �+ (�1)n�1xndx1 : : : dxn�1: (13)

1�«¿ £ °¬®­¨·¥±ª®© ¢¥¹¥±²¢¥­­®© ´³­ª¶¨¨ ¨§¢¥±²­® ¡®«¥¥ ±¨«¼­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥: ®­ 

¯®±²®¿­­ , ¥±«¨ ®£° ­¨·¥­  ± ®¤­®© ±²®°®­».
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� ª¨¬ ®¡° §®¬, Z



f�(x)dx =
1

�+ n

Z
�

f�! (14)

¨

hf�; 'i =
Z



f�['(x)� '(0)] dx+

Z
Rnn


f�(x)'(x) dx+
'(0)

�+ n

Z
�

f�(x)!: (15)

Ǳ® ½²®© ´®°¬³«¥ «¥¢ ¿ · ±²¼  ­ «¨²¨·¥±ª¨ ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¢ ¯®«³¯«®±ª®±²¼
Re� > �n � 1, ¯°®ª®«®²³¾ ¢ ²®·ª¥ � = �n, £¤¥ ¨¬¥¥²±¿, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿,
¯°®±²®© ¯®«¾± ± ¢»·¥²®¬

'(0)

Z
�

!

fn(x)
: (16)

� ±¨«³ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨  ­ «¨²¨·¥±ª®£® ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ½²® ¢»·¥² ­¥ § ¢¨±¨² ®²
¢»¡®°  ®¡« ±²¨ 
. �®¦­® ±ª § ²¼, ·²® ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ f�  ­ «¨²¨·¥±ª¨
¯°®¤®«¦¥­  ¢ ¯®«³¯«®±ª®±²¼ Re� > �n�1 ¡¥§ ²®·ª¨ �n ± ¯°®±²»¬ ¯®«¾±®¬

¢ ½²®© ²®·ª¥ ¨ ¢»·¥²®¬

Æ(x)

Z
�

!

fn(x)
: (17)

�¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« ¨­²¥£° « , ¢µ®¤¿¹¥£® ¢ ¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿ ¢»·¥² , «¥£ª®
¢»¿±­¿¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ´®°¬³«» �²®ª± . Ǳ³±²¼ 
 { ®¡« ±²¼, ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿
­¥° ¢¥­±²¢®¬ f(x) < 1. � ª ª ªZ

@


! =

Z



d! = n

Z



dx = nVol(
);

²® ½²®² ¨­²¥£° « ¥±²¼ ®¡º¥¬ ³ª § ­­®© ®¡« ±²¨, ³¬­®¦¥­­»© ­  ° §¬¥°­®±²¼
n.

�®§¬®¦­® ¨ ¤ «¼­¥©¸¥¥  ­ «¨²¨·¥±ª®¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨
f�, ¤«¿ ·¥£® ¢ (11) ¨§ '(x) ­ ¤® ¢»·¨² ²¼ ­¥ '(0), a ¡�®«¼¸¨¥ · ±²¨ ²¥©«®°®¢-
±ª®£® ° §«®¦¥­¨¿ ½²®© ´³­ª¶¨¨. Ǳ®«³· ¥²±¿ ¬¥°®¬®°´­ ¿ ¯® � ®¡®¡¹¥­­ ¿
´³­ª¶¨¿ ± ¢®§¬®¦­»¬¨ ¯°®±²»¬¨ ¯®«¾± ¬¨ ¢ ²®·ª µ �n �m, £¤¥ m ¯°®¡¥-
£ ¥² ¢±¥ ­ ²³° «¼­»¥ ·¨±« . �¬. �.�. �¥«¼´ ­¤ ¨ �.�. �¨«®¢, �¡®¡¹¥­­»¥
´³­ª¶¨¨ ¨ ¤¥©±²¢¨¿ ­ ¤ ­¨¬¨.

�ª § ­­®¥, ¢ · ±²­®±²¨, ¯°¨«®¦¨¬® ª ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ r�. �®¦­® ¯®-
ª § ²¼, ·²® r�=�(�+n2

�
¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® ¶¥«®©  ­ «¨²¨·¥±ª®© ´³­ª¶¨¨ ®² �.
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������ 10.

Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ r�. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ g�
¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ®² r�, � 2 (�n; 0); ¤®«¦­® ¡»²¼ ®¤­®°®¤­®
±²¥¯¥­¨ �n � �,   ½²® ·¨±«® ²®¦¥ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² (�n; 0). �®¦­® ®¦¨¤ ²¼, ·²®
g� = C��

�n�� c ³·¥²®¬ ²®£®, ·²® ®¡¥ ½²¨ ´³­ª¶¨¨ «®ª «¼­® ¨­²¥£°¨°³¥¬» ¨
±´¥°¨·¥±ª¨ ±¨¬¬¥²°¨·­». �¤¥±¼ � = j�j. Ǳ°¨­¿¢ ½²®² ´ ª² ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼-
±²¢ , ª ª ´ ª²¨·¥±ª¨ ¤¥« ¾² �¥«¼´ ­¤ ¨ �¨«®¢, ¬®¦­® ¯®¤±·¨² ²¼ ª®½´´¨-
¶¨¥­² C�.

�«¿ ½²®£® ¢ ° ¢¥­±²¢®
hg�;  i = hr�; 'i;

£¤¥ ' = F [ ], ¯®¤±² ¢¨¬ '(x) = e�r
2=2 ¨ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ²¥¬, ·²® ¢ ®¤­®¬¥°­®¬

±«³· ¥

F�1[e�x
2=2] =

1p
2�
e��

2=2:

Ǳ®«³·¨¬ Z
r�e�r

2=2dx = C�(2�)
�n=2

Z
��n��e��

2=2d�:

� ½²¨µ ¨­²¥£° « µ ­ ¤® ¯¥°¥©²¨ ª ±´¥°¨·¥±ª¨¬ ª®®°¤¨­ ² ¬, ¯®±«¥ ·¥£® ±¤¥-
« ²¼ § ¬¥­» r =

p
2t ¨ � =

p
2� . � ¨²®£¥ ¯®«³·¨¬

C� = 2�+n�n=2
�
�
�+n
2

�
�
�� �

2

� : (1)

�²®² °¥§³«¼² ² ®¡®¡¹ ¥²±¿ ­  ²¥ �, ª®²®°»¥ ­¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®«¾± ¬¨  ­ «¨²¨-
·¥±ª¨ ¯°®¤®«¦¥­­®© ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ r�.

� · ±²­®±²¨, ½²¨¬ ¯³²¥¬ ¬®¦­® ­ ©²¨ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ®² r�n+2 ¯°¨
n � 3 ¤«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®£® °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ � ¯« ± :

F [r�n+2] = C�n+2�
�2; £¤¥ C�n+2 =

2(n� 2)�n=2

�
�
n
2

� :

�¤­®°®¤­»¥ ´³­ª¶¨¨ ±²¥¯¥­¨ �n. Ǳ³±²¼ f(x) { ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ¯°¨ x 6= 0
´³­ª¶¨¿, ®¤­®°®¤­ ¿ ±²¥¯¥­¨ �n. �®¦¥² «¨ ®­  ®¯°¥¤¥«¿²¼ ´³­ª¶¨®­ « ²¨¯ 
´³­ª¶¨¨ ­¥±¬®²°¿ ­  ­¥¨­²¥£°¨°³¥¬³¾ ®±®¡¥­­®±²¼? �» ±¥©· ± ­¥ ¯°¥¤¯®-
« £ ¥¬, ·²® ®­  ±®µ° ­¿¥² §­ ª.

� ±±¬®²°¨¬ ¯°¥¤¥«

lim
"!0

Z
"�r�h

f(x)'(x) dx =

Z
f(x)['(x)� '(0)] dx+ '(0) lim

"!0

Z
"�r�h

f(x) dx;

£¤¥ ' 2 D ¨ h ­ ±²®«¼ª® ¢¥«¨ª®, ·²® ­®±¨²¥«¼ ½²®© ´³­ª¶¨¨ «¥¦¨² ¢ ¸ °¥
Oh(0) ° ¤¨³±  h c ¶¥­²°®¬ ¢ ­ · «¥. Ǳ®±«¥¤­¨© ¨­²¥£° « § ¯¨¸¥¬ ¢ ±´¥°¨·¥-
±ª¨µ ª®®°¤¨­ ² µ (x = r�):Z

"�r�h

r�1dr

Z
r=1

f(�) dS:
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�«¿ ¥£® ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯°¨ "! 0 ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·­®, ·²®¡» ¨­²¥£° « ®²
f ¯® ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°¥ ° ¢­¿«±¿ ­³«¾:Z

r=1

f(�) dS = 0: (2)

Ǳ°¨ ½²®¬ ³±«®¢¨¨ hf(x); '(x)i ±³¹¥±²¢³¥² ª ª ¨­²¥£° « ¢ ±¬»±«¥ £« ¢­®£®

§­ ·¥­¨¿ ¯® �®¸¨:

hf(x); '(x)i = lim
"!0

Z
r�"

f(x)'(x) dx =

Z
f(x)['(x)� '(0)] dx: (3)

Ǳ°¨¬¥°» ´³­ª¶¨© f(x), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾ (2), ¯°¨ n = 2:

x21 � x22
jxj4 ;

x1x2
jxj4 :

�¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥ ´³­ª¶¨©, ®¤­®°®¤­»µ ±²¥¯¥­¨ �n+ 1. Ǳ³±²¼ ´³­ª¶¨¿
f(x) ®¤­®°®¤­  ±²¥¯¥­¨ �n + 1. �­  ®¯°¥¤¥«¿¥² ´³­ª¶¨®­ « ²¨¯  ´³­ª¶¨¨,
¨ ½²® ®¤­®°®¤­ ¿ ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ±²¥¯¥­¨ �n + 1. Ǳ®¤±·¨² ¥¬ ¥¥ ¯°®-
¨§¢®¤­»¥ ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©. �²® ¡³¤³² ®¤­®°®¤­»¥ ®¡®¡¹¥­­»¥
´³­ª¶¨¨ ±²¥¯¥­¨ �n+ 1. � ¯¨¸¥¬ ¨µ ¢ ¢¨¤¥

�hf; @j'i = � lim
"!0

Z
"�r�h

f(x)@j['(x)� '(0)] dx;

£¤¥ h ² ª®¥ ¦¥, ª ª ¢»¸¥, ¨ ¯°®¨­²¥£°¨°³¥¬ ¯® · ±²¿¬. Ǳ®«³·¨¬

�hf; @j'i = lim
"!0

�Z
"�r�h

@jf(x) � ['(x)� '(0)] dx

+'(0)

Z
r=h

f(x)!j �
Z
r="

f(x)['(x)� '(0)]!j

�
; (4)

£¤¥ ´®°¬  !j ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ° ¢¥­±²¢®¬

!j = (�1)j�1dx1 : : : dxj�1dxj+1 : : : dxn: (5)

�¯° ¢  ¢ (4) ¯¥°¢»© ¨­²¥£° « ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥« ¯°¨ "! 0,   ¯®±«¥¤­¨© ±²°¥¬¨²±¿
ª ­³«¾. Ǳ®«³· ¥¬

�hf; @j'i =
Z
r�h

@jf(x) � ['(x)� '(0)] dx+ '(0)

Z
r=h

f(x)!j: (6)

Ǳ®±«¥¤­¨© ¨­²¥£° «, ª ª «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ­¥ § ¢¨±¨² ®² h. �²® ¨ ¥±²¼ ®²-

¢¥².

�±«¨ ¨­²¥£° « ®² ®¡»·­®© ¯°®¨§¢®¤­®© @jf(x) ¯® ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°¥ ° ¢¥­
­³«¾, ²® ¯®«³· ¥²±¿

�hf; @j'i =
Z
@jf(x) � '(x) dx+ '(0)

Z
r=h

f(x)!j;
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£¤¥ ¯¥°¢»© ¨­²¥£° « ­ ¤® ¯®­¨¬ ²¼ ¢ ±¬»±«¥ £« ¢­®£® §­ ·¥­¨¿ ¯® �®¸¨; ¯°¨
½²®¬ ¢²®°®© ¨­²¥£° « ­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ° ¢¥­ ­³«¾. � ¤ · . Ǳ®¤±·¨² ©²¥ ¯°¨
n = 2 ¯°®¨§¢®¤­³¾ ¯® x2 ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ®² x1=jxj2.

�¥¯¥°¼ ¢»·¨±«¥­¨¾ « ¯« ±¨ ­ , ­ ¯°¨¬¥°, ®² ln r ¯°¨ n = 2 ¬®¦­® ¯°¨-
¤ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤. �»·¨±«¿¥¬ ®¡»·­»¥ ¯¥°¢»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥, ½²® «®ª «¼­®
¨­²¥£°¨°³¥¬»¥ ®¤­®°®¤­»¥ ´³­ª¶¨¨

xj
r2

(j = 1; 2):

�»·¨±«¿¥¬ ®² ­¨µ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ¯® xj ¨ ±ª« -
¤»¢ ¥¬; ² ª ª ª ln r { £ °¬®­¨·¥±ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ¢­¥ ­ · « , ²® ¨­²¥£° « ¯®
¸ °³ ¨±·¥§ ¥², ¨ ¬» ¯®«³· ¥¬

� ln r = Æ(x)

Z
r=h

x1 dx2 � x2 dx1
x21 + x22

:

� ª «¥£ª® ¯®¤±·¨² ²¼, ­ ¯°¨¬¥°, ¯°¨ h = 1, ¯®±«¥¤­¨© ¨­²¥£° « ° ¢¥­ 2�, ² ª
·²®

� ln r = 2�Æ(x):

� ¤ · . Ǳ°®¢¥¤¨²¥  ­ «®£¨·­»© ¯®¤±·¥² « ¯« ±¨ ­  ®² 1=r ¯°¨ n = 3.

IV. ����������� Ǳ�����������

�» ° ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²¥©¸¨¥ ±®¡®«¥¢±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  Hs = W s
2 ¢ Rn , ¢

¯®«³¯°®±²° ­±²¢¥, ¢ ®£° ­¨·¥­­®© ®¡« ±²¨ ¨ ­  § ¬ª­³²®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨.

1. Ǳ°®±²° ­±²¢  Hs(Rn).
1.1. �±µ®¤­»¬ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥. Ǳ³±²¼ s { ¢¥¹¥±²¢¥­-

­®¥ ·¨±«®. Ǳ°®±²° ­±²¢® Hs = Hs(Rn) ±®±²®¨² ¨§ ² ª¨µ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©
u 2 S 0(Rn), ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ eu = Fu ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©
{ ®¡»·­ ¿ ´³­ª¶¨¿ eu(�) ¨ ¢¥«¨·¨­ 

kuk2s = kuk2s;Rn =
Z
(1 + j�j2)sjeu(�)j2d� (1)

ª®­¥·­ . �²  ¢¥«¨·¨­  ¯°¨­¨¬ ¥²±¿ §  ª¢ ¤° ² ­®°¬» ¢ Hs(Rn ).
�·¥¢¨¤­®, ·²® ¯®«³· ¥²±¿ «¨­¥©­®¥ ­®°¬¨°®¢ ­­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®. �£® ®¡° §

�³°¼¥ { ½²® ¢¥±®¢®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ²¨¯  L2 ± ¢¥±®¬ (1 + j�j2)s, ¨«¨, ·²® ²® ¦¥,
®¡»·­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® L2 ¢ R

n ®²­®±¨²¥«¼­® ¬¥°», ª®²®° ¿ ­  «¾¡®¬ ¨§¬¥°¨-
¬®¬ ¬­®¦¥±²¢¥ M ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ° ¢¥­±²¢®¬

mesM =

Z
M

(1 + j�j2)sd�: (2)

� ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ¯®«­®, ¯®½²®¬³ Hs { ¡ ­ µ®¢® ¯°®±²° ­±²¢®. �®«¥¥ ²®£®,
½²® £¨«¼¡¥°²®¢® ¯°®±²° ­±²¢® ±® ±ª «¿°­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬

(u; v)s = (u; v)s;Rn =

Z
(1 + j�j2)seu(�)ev(�)d�: (3)
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�·¥¢¨¤­®, ·²® kuks � kuks0 ¯°¨ s < s0, ² ª ·²® ¯°®±²° ­±²¢® ± ¡�®«¼¸¨¬
¨­¤¥ª±®¬ ­¥¯°¥°»¢­® ¢«®¦¥­® ¢ ¯°®±²° ­±²¢® ± ¬¥­¼¸¨¬ ¨­¤¥ª±®¬. Ǳ°®-
±²° ­±²¢® H0 ®·¥¢¨¤­»¬ ®¡° §®¬ ±®¢¯ ¤ ¥² ± L2(R

n). Ǳ®½²®¬³ ¢±¥ ¯°®±²° ­-
±²¢  Hs c ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬ s ±®±²®¿² ¨§ ®¡»·­»µ ª¢ ¤° ²¨·­® ¨­²¥£°¨°³-

¥¬»µ ´³­ª¶¨©. �¥«¼² -´³­ª¶¨¿ Æ(x), ª ª «¥£ª® ¯®­¿²¼, ¯°¨­ ¤«¥¦¨² Hs ¯°¨
s < �n=2.

� «¥¥, ³ ´³­ª¶¨© ¨§H1 ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ
´³­ª¶¨© ¯°¨­ ¤«¥¦ ² L2. �» ¬®¦¥¬ ¤ ²¼ ¢²®°®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯°®±²° ­±²¢ 
H1: ½²® ² ª¨¥ ´³­ª¶¨¨ u(x) ¨§ L2(R

n ), ·²® ¢±¥ ¨µ ¯¥°¢»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ Dju(x)
¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ¯°¨­ ¤«¥¦ ² L2(R

n); ¯°¨ ½²®¬

kuk21 =
Z �

ju(x)j2 +
nX
1

jDju(x)j2
�
dx: (4)

�®¢¯ ¤¥­¨¥ ½²®© ´®°¬³«» ± (1) ¯°¨ s = 1 ± ²®·­®±²¼¾ ¤® ·¨±«®¢®£® ¬­®¦¨²¥«¿
±«¥¤³¥² ¨§ ° ¢¥­±²¢  Ǳ °±¥¢ «¿.

�®«¥¥ ®¡¹¨© ´ ª² ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬.

�¥®°¥¬  1. Ǳ°¨ ­ ²³° «¼­®¬ m ¯°®±²° ­±²¢® Hm(Rn ) ±®±²®¨² ¨§ ² -

ª¨µ ª¢ ¤° ²¨·­® ¨­²¥£°¨°³¥¬»µ ´³­ª¶¨©, ·²® ¨µ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¤® ¯®°¿¤ª  m
¢ª«¾·¨²¥«¼­® { ª¢ ¤° ²¨·­® ¨­²¥£°¨°³¥¬»¥ ´³­ª¶¨¨. Ǳ°¨ ½²®¬ ­®°¬³ ¢

Hm(Rn ) ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ° ¢¥­±²¢®¬

kuk02m;Rn =

Z X
j�j�m

jD�u(x)j2 dx: (5)

Ǳ® ±³¹¥±²¢³ ½²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ C.�. �®¡®«¥¢  (ª®²®°»© ° ±±¬ ²°¨¢ « ²®«¼ª®
¶¥«»¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ s). �ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ­®°¬ kukm ¨ kuk0m ¯°¨ ­ ²³° «¼-
­®¬ m ±«¥¤³¥² ¨§ ®·¥¢¨¤­®£® ­¥° ¢¥­±²¢ 

0 < C1 �
P

j�j�m j��j2
(1 + j�j2)m � C2: (6)

�§ ½²®£® ­¥° ¢¥­±²¢  ±«¥¤³¥² ² ª¦¥, ·²® «¾¡®© ®¯¥° ²®° ¢ · ±²­»µ ¯°®-
¨§¢®¤­»µ ± ¯®±²®¿­­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ¯®°¿¤ª  m ¤¥©±²¢³¥² ®£° ­¨·¥­-

­»¬ ®¡° §®¬ ¨§ Hs ¢ Hs�m ¯°¨ «¾¡®¬ s. �¥¬­®£® ¤ «¼¸¥ ¬» ®¡®¡¹¨¬ ½²®
³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ­  ®¯¥° ²®°» ± \¤®±² ²®·­® µ®°®¸¨¬¨" ¯¥°¥¬¥­­»¬¨ ª®½´´¨-
¶¨¥­² ¬¨.

1.2. �§ ³¦¥ ±ª § ­­®£® ¢¨¤­®, ·²® ½«¥¬¥­²» ¯°®±²° ­±²¢  Hs ²¥¬ \«³·¸¥",
·¥¬ ·¥¬ ¢»¸¥ s. �¹¥ ¡®«¥¥ ®²·¥²«¨¢® ½²® ¢¨¤­® ¨§ ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬» ¢«®-

¦¥­¨¿, ¤®ª § ­­®© �.�. �®¡®«¥¢»¬ ¤«¿ ­ ²³° «¼­»µ s:

�¥®°¥¬  2. Ǳ³±²¼ s ¢¥¹¥±²¢¥­­® ¨ s > n=2. �®£¤  «¾¡ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§

Hs(Rn) ° ¢­®¬¥°­® ­¥¯°¥°»¢­  ¨ ®£° ­¨·¥­  ¯®±«¥ ¢®§¬®¦­®£® ¨±¯° ¢«¥­¨¿

­  ¬­®¦¥±²¢¥ ­³«¥¢®© «¥¡¥£®¢®© ¬¥°». Ǳ°¨ ½²®¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ­¥° ¢¥­±²¢®

sup ju(x)j � Ckuks; (7)



51

®§­ · ¾¹¥¥, ·²® ¯°®±²° ­±²¢®Hs ­¥¯°¥°»¢­® ¢«®¦¥­® ¢ ¯°®±²° ­±²¢® Cb(R
n)

­¥¯°¥°»¢­»µ ®£° ­¨·¥­­»µ ´³­ª¶¨© ± ­®°¬®© sup ju(x)j.
�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ°¨ ±¤¥« ­­»µ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿µ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ev(�) ´³­ª¶¨¨ u(x) { ±³¬¬¨°³¥¬ ¿ ´³­ª¶¨¿: ¢ ±¨«³ ­¥° ¢¥­±²¢  �¢ °¶ Z
jeu(�)j d� � �Z

(1 + j�j2)sjeu(�)j2d�)�1=2�Z
(1 + j�j2)�sd�

�1=2

= Ckuks: (8)

Ǳ®½²®¬³ ¯®·²¨ ¢±¾¤³

u(x) =
1

(2�)n

Z
eix��eu(�) d�: (9)

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, u(x) ¢®±±² ­ ¢«¨¢ ¥²±¿ ¯® ±¢®¥¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¾�³°¼¥ ´®°-
¬³«®©

hu; 'i = heu(�); F�1[']i = Z eu(�) 1

(2�)n

Z
eix��'(x) dx d�;

¨ ¥±«¨ ±¯° ¢  ¯®¬¥­¿²¼ ¬¥±² ¬¨ ¨­²¥£° «» ¯® ²¥®°¥¬¥ �³¡¨­¨, ²® ¢¨¤­®,
·²® ´³­ª¶¨¿ u(x) ¤®«¦­  ±®¢¯ ¤ ²¼ ± ¯° ¢®© · ±²¼¾ ¢ (9) ¯®·²¨ ¢±¾¤³. �¥-
¯¥°¼ ¬®¦­® ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ´ ª²®¬ ¨§  ­ «¨§ : (®¡° ²­®¥) ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥
�³°¼¥ ®² ±³¬¬¨°³¥¬®© ´³­ª¶¨¨ { ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ®£° ­¨·¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿. �²®,
¢¯°®·¥¬, «¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥²±¿. �®«¥¥ ²®£®, ¨§ (8) ±«¥¤³¥² (7). �«¿ ¯°®¢¥°ª¨
­¥¯°¥°»¢­®±²¨ u(x) ¯¨¸¥¬

ju(x)� u(y)j �
Z
jei(x�y)�� � 1jjeu(�)j d�

¨ ° §¡¨¢ ¥¬ ¨­²¥£° « ­  ¨­²¥£° « ¯® ¸ °³ OR(0) ¨ ¯® ¥£® ¤®¯®«­¥­¨¾. Ǳ°¨
§ ¤ ­­®¬ " > 0 ¨­²¥£° « ¯® ¤®¯®«­¥­¨¾ ¬¥­¼¸¥ "=2, ¥±«¨ R ¤®±² ²®·­® ¢¥«¨ª®.
Ǳ°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ R ¨­²¥£° « ¯® ¸ °³ ¬¥­¼¸¥ "=2, ¥±«¨ jx� yj ¤®±² ²®·­®
¬ «. �

� ¤ ·  1. �®¯®«­¨²¥«¼­® ¯®ª ¦¨²¥, ¨±¯®«¼§³¿  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¾ ´³­ª¶¨¨eu(�) ´¨­¨²­®© £« ¤ª®© ´³­ª¶¨¥©, ·²® u(x)! 0 ¯°¨ x!1.

� ¤ ·  2. Ǳ°®¢¥°¼²¥, ·²® u(x) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ° ¢­®¬¥°­®¬³ ³±«®¢¨¾ ��¥«¼¤¥° 
¯®°¿¤ª  �, ¥±«¨ 0 < � < s� n=2:

ju(x)� u(y)j � C�jx� yj�:

�ª § ­¨¥:

jeix�� � eiy��j2
(1 + j�j2)� � max

t�0

minfjx� yj2t2; 4g
(1 + t2)�

� C 0jx� yj2�:

�®ª § ­­ ¿ ²¥®°¥¬  «¥£ª® ®¡®¡¹ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.

�¥®°¥¬  3. Ǳ³±²¼ s � k+ n
2 , £¤¥ k { ¶¥«®¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®¥ ·¨±«®. �®£¤ 

«¾¡ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§ Hs(Rn) ° ¢­®¬¥°­® ­¥¯°¥°»¢­  ¨ ®£° ­¨·¥­  ¢¬¥±²¥ ±®
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±¢®¨¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¤® ¯®°¿¤ª  k ¢ª«¾·¨²¥«¼­®. Ǳ°¨ ½²®¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢®

­¥° ¢¥­±²¢®

sup jD�u(x)j � Ckkuks ¯°¨ j�j � k; (10)

£¤¥ ¯®±²®¿­­ ¿ ­¥ § ¢¨±¨² ®² x ¨ �.

�®¡ ¢¨¬, ·²® ¥±«¨ u ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¯¥°¥±¥·¥­¨¾ ¢±¥µ ¯°®±²° ­±²¢ Hs, ²®
½²® ´ ª²¨·¥±ª¨ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ± ®£° ­¨·¥­­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨
¢±¥µ ¯®°¿¤ª®¢.

1.3. �¥¯¥°¼ ¢»¿±­¨¬, ª ª ³±²°®¥­» ±®¡®«¥¢±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  ®²°¨¶ ²¥«¼-
­»µ ¯®°¿¤ª®¢.

�¥®°¥¬  4. Ǳ°¨ ¶¥«®¬ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¬ m ¯°®±²° ­±²¢® H�m ±®±²®¨²

¨§ ª®­¥·­»µ ±³¬¬ ¯°®¨§¢®¤­»µ ¤® ¯®°¿¤ª  m ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©

®² ´³­ª¶¨© ¨§ L2(R
n).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �» ³¦¥ ®²¬¥· «¨, ·²® ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥ ¯®°¿¤ª 
m ¯¥°¥¢®¤¨² ´³­ª¶¨¨ ¨§ L2(R

n) ¢ ´³­ª¶¨¨ ¨§ H�m(Rn). Ǳ³±²¼ ²¥¯¥°¼ u 2
H�m(Rn) ¨ eu(�) = Fu. �®£¤ 

w(�) = (1 + j�1jm + � � �+ j�njm)�1eu(�) 2 L2(R
n);

² ª ª ª

0 � C1 � 1 + j�1jm + � � �+ j�njm
(1 + j�j2)m=2

� C2:

Ǳ®½²®¬³

eu(�) = w(�) + �m1 w1(�) + � � �+ �mn wm(�); £¤¥ wj(�) =
j�jm
�m

w(�) 2 L2(R
n):

�­ ·¨²,
u = u0 +Dm

1 u1 + � � �+Dm
n un;

£¤¥ ¢±¥ ´³­ª¶¨¨ uj ¯°¨­ ¤«¥¦ ² L2(R
n). �



53

������ 11.

�§ ¯®±«¥¤­¥© ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥², ¢ · ±²­®±²¨, ·²® ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¯°®±²° ­±²¢
Hs(Rn) ±®¤¥°¦¨² ¢±¥ ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ± ª®¬¯ ª²­»¬¨ ­®±¨²¥«¿¬¨. �¥©-
±²¢¨²¥«¼­®, ¬» ¤®ª § «¨ ° ­¼¸¥, ·²® ² ª¨¥ ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ { ª®­¥·­»¥
±³¬¬» ¯°®¨§¢®¤­»µ ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ®² ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨©
± ª®¬¯ ª²­»¬¨ ­®±¨²¥«¿¬¨.

1.4. �«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥­¨¥ { ¬¨­¨ ²¾°­ ¿ ¬®¤¥«¼ ¤«¿ ­¥ª®²®°»µ ¨§ ¡³-
¤³¹¨µ ²¥®°¥¬ ²¥®°¨¨ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ²®°®¢.

�¥®°¥¬  5. �¯¥° ²®° �1 + � ¨§®¬®°´­® ¨ ¨§®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®²®¡° ¦ ¥²

¯°®±²° ­±²¢® Hs(Rn ) ­  ¯°®±²° ­±²¢® Hs�2(Rn ) ¯°¨ «¾¡®¬ s.

�²® ±° §³ ¢¨¤­® ¨§ ­ ¸¥£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢, ² ª ª ª
¢ ®¡° § µ �³°¼¥ ­ ¸ ®¯¥° ²®° ¤¥©±²¢³¥² ª ª ³¬­®¦¥­¨¥ ­  1+ j�j2. �®¡®«¥¢-
±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  ®·¥­¼ ³¤®¡­» ¤«¿ ° ±±¬®²°¥­¨¿ ½²®£® ®¯¥° ²®° . � «¼¸¥
¬» ³¢¨¤¨¬, ·²® ®­¨ ³¤®¡­» ¤«¿ ¯®±²°®¥­¨¿ ®¡¹¥© ²¥®°¨¨ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ®¯¥-
° ²®°®¢.

�®² ¡«¨¦ ©¸¥¥ ¨ ®·¥¢¨¤­®¥ ®¡®¡¹¥­¨¥:

�¥®°¥¬  6. Ǳ³±²¼ s ¨ t { «¾¡»¥ ¢¥¹¥±²¢¥­­»¥ ·¨±« . �®£¤  ®¯¥° ²®°

�t = F�1(1 + j�j2)t=2F (1)

¨§®¬®°´­® ¨ ¨§®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®²®¡° ¦ ¥² ¯°®±²° ­±²¢® Hs(Rn ) ­  ¯°®±²° ­-
±²¢® Hs�t(Rn ).

� ª ¬» ³¢¨¤¨¬, ®¯¥° ²®° (1) { ½²® ¯°¨¬¥° ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ¯±¥¢¤®¤¨´´¥-
°¥­¶¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®°  ¯®°¿¤ª  t. �²® t-¿ ±²¥¯¥­¼ ®¯¥° ²®°  1��.

1.5. Ǳ°®±²° ­±²¢® S ±®¤¥°¦¨²±¿, ª®­¥·­®, ¢® ¢±¥µ ¯°®±²° ­±²¢ µ Hs.

�¥®°¥¬  7. Ǳ°¨ «¾¡®¬ s ¯°®±²° ­±²¢® Hs ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®¯®«­¥­¨¥¬ ¯°®-

±²° ­±²¢  S ¯® ­®°¬¥ k � ks.
�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ³±²¼ u 2 Hs. �®£¤  ´³­ª¶¨¿ (1 + j�j2)s=2eu(�) ¯°¨-

­ ¤«¥¦¨² L2(R
n ) ¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¨¡«¨¦¥­  ¢ L2(R

n) ´¨­¨²­»¬¨ ¡¥±ª®­¥·­®
£« ¤ª¨¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨ vk(�). � ¯¨¸¥¬ vk ¢ ¢¨¤¥

vk(�) = (1 + j�j2)s=2wk(�); £¤¥ wk(�) =
vk(�)

(1 + j�j2)s=2 :

�®­¥·­®, wk(�) { ²®¦¥ ´¨­¨²­»¥ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¥ ´³­ª¶¨¨, ¨ ®­¨ ±µ®¤¿²±¿
ª eu(�) ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ L2 ± ¢¥±®¬ (1 + j�j2)s. �µ ¯°®®¡° §» �³°¼¥ § ¢¥¤®¬®
¯°¨­ ¤«¥¦ ² S ¨ ±µ®¤¿²±¿ ª u ¢ Hs. �

�±¨«¨¬ ¯®±«¥¤­¨© °¥§³«¼² ².

�¥®°¥¬  8. Ǳ°¨ «¾¡®¬ s ¯°®±²° ­±²¢® Hs ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¯®«­¥­¨¥¬ ¯°®-

±²° ­±²¢  D ¯® ­®°¬¥ ¯°®±²° ­±²¢  Hs.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·­® ¯®ª § ²¼, ·²® «¾¡³¾ ´³­ª¶¨¾ u(x) ¨§
S ¬®¦­®  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼ ´¨­¨²­»¬¨ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨ ¯®
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­®°¬¥ ¯°®±²° ­±²¢  Hs. �®«¥¥ ²®£®, ¤®±² ²®·­® ±¤¥« ²¼ ½²® ¯°¨ ¶¥«®¬ ­¥®-
²°¨¶ ²¥«¼­®¬ s. Ǳ³±²¼ '(x) { ´³­ª¶¨¿ ¨§ D, ° ¢­ ¿ 1 ¯°¨ jxj � 1. Ǳ®«®¦¨¬

u"(x) = u(x)'("x):

�®£¤  ¯°¨ «¾¡®¬ �

D�[u"(x)� u(x)] = D�u(x) � ['("x)� 1] +
X

c�
D
�u(x) �D
'("x); (2)

£¤¥ � = � + 
 ¨ 
 6= 0. � ª ª ª

D
'("x) = "j
j(D
')("x);

²® ¿±­®, ·²® ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ¢ (2) ±²°¥¬¨²±¿ ª 0 ¢ L2(Rn) ¯°¨ "! 0. �.

�«¥¤±²¢¨¥ 1. Ǳ°¨ s0 > s ¯°®±²° ­±²¢® Hs0(Rn) ¯«®²­® ¢ Hs(Rn).

�«¥¤±²¢¨¥ 2. Ǳ°¨ «¾¡®¬ s ¯°®±²° ­±²¢® Hs(Rn) ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ª ª

¯®¯®«­¥­¨¥ «¨­¥ «  D(Rn) ¯® ­®°¬¥ ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥.

�²® ®²­®±¨²±¿ ¨ ª ­®°¬¥ ¯°¨ ¤°®¡­®¬ s > 0, ª®²®°³¾ ¬» ±¥©· ± ¡³¤¥¬
®¡±³¦¤ ²¼.

1.6. � ª ¬» ¢¨¤¥«¨, ¯°¨ ­ ²³° «¼­»µ s ¢Hs ¥±²¼ ­®°¬ , ª®²®° ¿ § ¯¨±»¢ -
¥²±¿ ¡¥§ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �³°¼¥. �¥©· ± ¬» ³ª ¦¥¬ ² ª³¾ ­®°¬³ ¤«¿ ¤°®¡­»µ
¯®«®¦¨²¥«¼­»µ s.

�¥®°¥¬  9. Ǳ³±²¼ s = k+�, £¤¥ k { ­ ²³° «¼­®¥ ·¨±«® ¨ 0 < � < 1. �®£¤ 
­®°¬  ¢ Hs ½ª¢¨¢ «¥­²­  ­®°¬¥, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®© ° ¢¥­±²¢®¬

kuk02s = kuk2k +
X
j�j=k

ZZ jD�u(x)�D�u(y)j2
jx� yjn+2�

dx dy: (3)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ±«³· © k = 0 ¨ ¢»·¨±«¨¬ ¨­²¥£° «ZZ ju(x)� u(y)j2
jx� yjn+2� dx dy (4)

·¥°¥§ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ eu(�) ´³­ª¶¨¨ u(x), ±·¨² ¿ ¥¥ ´¨­¨²­®© ¨ ¡¥±-
ª®­¥·­® £« ¤ª®©. �¥§³«¼² ², ª®²®°»© ¬» ¯®«³·¨¬, ³ª § ­ ­¨¦¥ ¢ ´®°¬³«¥
(7). �²®² ¨­²¥£° « ±µ®¤¨²±¿, ² ª ª ª ­  ª®¬¯ ª²¥ supp u(x) � supp u(y) ®±®-
¡¥­­®±²¼ ¯°¨ x = y ¨­²¥£°¨°³¥¬ ,   ¢­¥ ½²®£® ¬­®¦¥±²¢  ¨­²¥£°¨°³¥¬»
ju(x)j2jx� yj�n�2� ¨ ju(y)j2jx� yj�n�2�. �­ ¤®¯³±ª ¥² ¯®½²®¬³ § ¯¨±¼Z

1

jzjn+2�
dz

Z
ju(x+ z)� u(x)j2dx: (5)

�­³²°¥­­¨© ¨­²¥£° « ¢ ±¨«³ ° ¢¥­±²¢  Ǳ °±¥¢ «¿ ± ²®·­®±²¼¾ ¤® ¯®±²®¿­­®£®
¬­®¦¨²¥«¿ ° ¢¥­ Z

jeiz�� � 1j2jeu(�)j2d�:
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�¤¥±¼

jeiz�� � 1j2 = [cos(z � �)� 1]2 + sin2(z � �) = 2� 2 cos(z � �) = 4 sin2[(z � �)=2]:

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ # ³£®« ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ z ¨ �. �¥­¿¿ ¯®°¿¤®ª ¨­²¥£°¨°®-
¢ ­¨¿ ¯® ²¥®°¥¬¥ �³¡¨­¨, ° ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¨­²¥£° «Z

jeu(�)j2d� Z sin2[(z � �)=2]
jzjn+2�

dz: (6)

�¤¥±¼ ¢­³²°¥­­¨© ¨­²¥£° « ° ¢¥­Z
sin2

�
1
2 jzjj�j cos#

� dz

jzjn+2�
:

Ǳ¥°¥©¤¥¬ §¤¥±¼ ª ±´¥°¨·¥±ª¨¬ ª®®°¤¨­ ² ¬: z = r!, dz = rn�1dr dS. Ǳ®±«¥
½²®£® ±¤¥« ¥¬ § ¬¥­³ 1

2 j�jr cos# = � . Ǳ®«³·¨¬ c ²®·­®±²¼¾ ¤® ¯®±²®¿­­®£®
¬­®¦¨²¥«¿

j�j2�
Z
S

cos2� # dS

Z 1

0

sin2 �

�1+2�
d� = C�j�j2�:

�» ¯®ª § «¨, ·²®ZZ ju(x)� u(y)j2
jx� yjn+2� dx dy = C�

Z
j�j2�jeu(�)j2d�: (7)

�²®² °¥§³«¼² ² ¯°¥¤¥«¼­»¬ ¯¥°¥µ®¤®¬ ° ±¯°®±²° ­¿¥²±¿ ­  u 2 H�. �²¨¬
²¥®°¥¬  ´ ª²¨·¥±ª¨ ¤®ª § ­  ¤«¿ k = 1. �  ­¥­³«¥¢»¥ k ®­  ° ±¯°®±²° ­¿¥²±¿
 ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨. �

1.7. � ±±¬®²°¨¬ ¢®¯°®± ® °¥ «¨§ ¶¨¨ ¯°®±²° ­±²¢ , ±®¯°¿¦¥­­®£® ª ¯°®-
±²° ­±²¢³ Hs, ².¥. ¯°®±²° ­±²¢  «¨­¥©­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨®­ «®¢ ­ ¤
Hs. � ª¨µ °¥ «¨§ ¶¨© ¨¬¥¥²±¿ ¤¢¥.

Ǳ¥°¢ ¿ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¯®±ª®«¼ª³ Hs { £¨«¼¡¥°²®¢® ¯°®±²° ­±²¢® ±®
±ª «¿°­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ (u; v)s, ®¡¹¨© ¢¨¤ «¨­¥©­®£® ­¥¯°¥°»¢­®£® ´³­ª¶¨-
®­ «  f(u) ­ ¤ Hs ¥±²¼

f(u) = (u; v)s; (8)

£¤¥ v { «¾¡®© ´¨ª±¨°®¢ ­­­»© ½«¥¬¥­² ¨§ Hs, ®­ ®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

¯® f .
�²®° ¿ ±®±²®¨² ¢ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¨ ¤¢®©±²¢¥­­®±²¨ ¬¥¦¤³ Hs ¨ H�s. �¥«® ¢

²®¬, ·²® ´®°¬  (u; v)0 ­  H
0 ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ­  ¯°¿¬®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ Hs�H�s

¯® ´®°¬³«¥

(u; v)0 =

Z eu(�) � ev(�)d� (9)

¨ ¯°¨ ½²®¬ ² ª ¯°®¤®«¦¥­­ ¿ ´®°¬  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ®¡®¡¹¥­­®¬³ ­¥° ¢¥­-

±²¢³ �¢ °¶ 

j(u; v)0j � kukskvk�s: (10)
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Ǳ®±«¥¤­¥¥ ¯®«³· ¥²±¿ ¯°¨¬¥­¥­¨¥¬ ªZ eu(�) � ev(�) d� = Z
(1 + j�j2)s=2eu(�) � (1 + j�j2)�s=2ev(�)d�

®¡»·­®£® ­¥° ¢¥­±²¢  �¢ °¶ .

�¥®°¥¬  10. Ǳ°¨ «¾¡®¬ s «¾¡®© «¨­¥©­»© ­¥¯°¥°»¢­»© ´³­ª¶¨®­ « f(u)
­ ¤ Hs ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥­ ¢ ¢¨¤¥

f(u) = (u; v)0; (11)

£¤¥ v { ½«¥¬¥­² ¨§ H�s, ®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥«¿¥¬»© ¯® f . � ®¡° ²­®, ¯°¨

«¾¡®¬ v 2 H�s ¢»° ¦¥­¨¥ (11) ¥±²¼ «¨­¥©­»© ­¥¯°¥°»¢­»© ´³­ª¶¨®­ « ­ ¤

Hs.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²®°®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ®·¥¢¨¤­®. �²®¡» ¤®ª § ²¼ ¯¥°¢®¥,
¯®«®¦¨¬ u1 = �su (±¬. ´®°¬³«³ (1)). �®£¤  u1 2 H0 ¨ g(u1) = f(u) { «¨­¥©­»©
­¥¯°¥°»¢­»© ´³­ª¶¨®­ « ­ ¤ H0. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

f(u) =

Z eu1(�)ev1(�)d� = Z
(1 + j�j2)s=2eu(�)ev1(�) d�;

£¤¥ v1 2 H0. �²±¾¤  ¢¨¤­®, ·²®

f(u) = (u; v)0 £¤¥ v = �sv1 2 H�s: �:

1.8. �¥¯¥°¼ ¬» ®¡±³¤¨¬ ³±«®¢¨¿, ¯°¨ ª®²®°»µ ®¯¥° ²®° ³¬­®¦¥­¨¿ ­ 
´³­ª¶¨¾ a(x) ®£° ­¨·¥­ ¢ Hs(Rn). �«¿ s = 0 ½²® ¨§¢¥±²­®: ¢ L2(R

n ) ®£° -
­¨·¥­ ®¯¥° ²®° ³¬­®¦¥­¨¿ ­  ®£° ­¨·¥­­³¾ ¨§¬¥°¨¬³¾ ´³­ª¶¨¾. �¥, ª®-
­¥·­®, ¤®±² ²®·­® ±·¨² ²¼ ®£° ­¨·¥­­®© ¢ ±³¹¥±²¢¥­­®¬, ².¥. ®£° ­¨·¥­­®©
¢­¥ ¬­®¦¥±²¢  ­³«¥¢®© ¬¥°». �§ ±ª § ­­®£® ±° §³ ¯®«³· ¥²±¿ (± ¨±¯®«¼§®¢ -
­¨¥¬ ´®°¬³«» �¥©¡­¨¶  ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤­®© ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿)

�¥®°¥¬  11. Ǳ³±²¼ m { ­ ²³° «¼­®¥ ·¨±«® ¨ ´³­ª¶¨¿ a(x) ­¥¯°¥°»¢­  ¨
®£° ­¨·¥­  ± ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¤® ¯®°¿¤ª  m � 1 ¢ª«¾·¨²¥«¼­®,   ¥¥ ¯°®¨§¢®¤-

­»¥ ¯®°¿¤ª  m ±³¹¥±²¢³¾² ¨ ®£° ­¨·¥­», ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥, ¢­¥ ¬­®¦¥±²¢ 

­³«¥¢®© ¬¥°». �®£¤  ®¯¥° ²®° ³¬­®¦¥­¨¿ ­  a(x) ®£° ­¨·¥­ ¢ Hm(Rn).

� · ±²­®±²¨, ¤®±² ²®·­®, ·²®¡» ´³­ª¶¨¿ a(x) ¡»«  ­¥¯°¥°»¢­  ¨ ®£° ­¨-
·¥­  ± ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¤® ¯®°¿¤ª  m ¢ª«¾·¨²¥«¼­®. �¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ¤°®¡-
­»¥ s.

�¥®°¥¬  12. Ǳ³±²¼ m { ¶¥«®¥ ·¨±«® ¨ s = m + �, 0 < � < 1. Ǳ³±²¼

´³­ª¶¨¿ a(x) ¨¬¥¥² ­¥¯°¥°»¢­»¥ ¨ ®£° ­¨·¥­­»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¤® ¯®°¿¤ª  m
¢ª«¾·¨²¥«¼­®,   ¥¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¯®°¿¤ª  m ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ° ¢­®¬¥°­®¬³

³±«®¢¨¾ ��¥«¼¤¥°  ± ¯®ª § ²¥«¥¬ # 2 (�; 1]. �®£¤  ®¯¥° ²®° ³¬­®¦¥­¨¿ ­ 

a(x) ®£° ­¨·¥­ ¢ Hs(Rn ).

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¢¥¤¥¬ ¤«¿ m = 0. Ǳ°¥¤¯®« £ ¿, ·²® u(x) 2 H�, ­ ¤®
®¶¥­¨²¼ ¢¥«¨·¨­³ ZZ ja(x)u(x)� a(y)u(y)j2

jx� yjn+2� dx dy (12)
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·¥°¥§ kuk2�. �±­®, ·²®

ja(x)u(x)� a(y)u(y)j2 � 2ja(x)[u(x)� u(y)]j2 + 2j[a(x)� a(y)]u(y)j2:

Ǳ®½²®¬³ ¢¥«¨·¨­  (12) ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨²

2 sup ja(x)j2kuk2� +
Z
ju(y)j2I(y) dy;

£¤¥

I(y) =

Z ja(x)� a(y)j2
jx� yjn+2�

dx; (13)

¨ ¤¥«® ±¢®¤¨²±¿ ª ¯°®¢¥°ª¥ ° ¢­®¬¥°­®© ®£° ­¨·¥­­®±²¨ ½²®£® ¨­²¥£° « . �
±¨«³ ­ ¸¥£® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ ® ´³­ª¶¨¨ a(x) ¯®¤¨­²¥£° «¼­®¥ ¢»° ¦¥­¨¥ ­¥
¯°¥¢®±µ®¤¨² Const jx� yj�n+2(#��) ¢¡«¨§¨ ­³«¿ ¨ Const jx � yj�n�2� ­  ¡¥±ª®-
­¥·­®±²¨, ¨­²¥£° « ®² ½²®£® ¢»° ¦¥­¨¿ ±µ®¤¨²±¿ ¨ ¬ ¦®°¨°³¥²±¿ ¯®±²®¿­­®©,
­¥ § ¢¨±¿¹¥© ®² x, ² ª ·²® ­³¦­ ¿ ° ¢­®¬¥°­ ¿ ®£° ­¨·¥­­®±²¼ ®·¥¢¨¤­ . �

� ¬¥· ­¨¥ 1. � ª ¢¨¤­® ¨§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ , ®²­®±¨²¥«¼­® ¯°®¨§¢®¤­»µ
D�a(x) ±² °¸¥£® ¯®°¿¤ª  j�j = m ¤®±² ²®·­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¨­²¥£° «»

J�(x) =

Z jD�a(x)�D�a(y)j2
jx� yjn+2� dy (14)

cµ®¤¿²±¿ ¨ ° ¢­®¬¥°­® ®£° ­¨·¥­», ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥, ¢­¥ ¬­®¦¥±²¢  ­³«¥¢®©
¬¥°».

� ¬¥· ­¨¥ 2. � ½²¨µ «¥ª¶¨¿µ ­¥ ¡»«® ¢®§¬®¦­®±²¨ § ²°®­³²¼ ¢®¯°®±»
¨­²¥°¯®«¿¶¨¨. �  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ±®¡®«¥¢±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  ¢ Rn ®¡° §³¾² \¨­-
²¥°¯®«¿¶¨®­­³¾ ¸ª «³". �§ ½²®£®, ¢ · ±²­®±²¨, ±«¥¤³¥², ·²® ² ª ª ª ®¯¥° ²®°
³¬­®¦¥­¨¿ ­  ´³­ª¶¨¾ a(x) c ®£° ­¨·¥­­»¬¨ ¨ ­¥¯°¥°»¢­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨
¤® ¯®°¿¤ª  m ¢ª«¾·¨²¥«¼­® ®£° ­¨·¥­ ¢ Hm�1 ¨ Hm, ²® ®­ ®£° ­¨·¥­ ¢ Hs

¯°¨ ¯°®¬¥¦³²®·­»µ s, ².¥. ¯°¨ m� 1 < s < m.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢®¯°®± ®¡ ®£° ­¨·¥­­®±²¨ ®¯¥° ²®°  ³¬­®¦¥­¨¿ ­  a(x)
¢ Hs ± ®²°¨¶ ²¥«¼­»¬ s. �¤¥±¼ ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£® ¢®§­¨ª ¥² ¢®¯°®± ®¡ ®¯°¥¤¥«¥-
­¨¨. �«¥¤³¾¹ ¿ ²®·ª  §°¥­¨¿ ¯°¨¥¬«¥¬ . Ǳ³±²¼ u 2 Hs ¨ fung { ¯®±«¥¤®-
¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨§ D, ±µ®¤¿¹ ¿±¿ ª u ¢ Hs. �®£¤  au = limn!1 aun, ¥±«¨ ½²®²
¯°¥¤¥« ±³¹¥±²¢³¥² ¢ Hs ¨ ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°   ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹¥© ¯®±«¥¤®-
¢ ²¥«¼­®±²¨ fung. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ½²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ®¯¥° ²®°  ³¬­®¦¥­¨¿ ­ 
a(x) ¢ Hs ¯°¨ ®²°¨¶ ²¥«¼­®¬ s. �°³£ ¿ ¢®§¬®¦­®±²¼ { ° ±±¬®²°¥²¼ ±¢¥°²ª³ ¢
®¡° § µ �³°¼¥, ¬» ­¥ ¡³¤¥¬ ²° ²¨²¼ ­  ½²® ¢°¥¬¿. �¥¯¥°¼ § ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨
v 2 H�s, �s = jsj, ¥±«¨ ®¯¥° ²®° ³¬­®¦¥­¨¿ ­  a(x) ®£° ­¨·¥­ ¢ H�s,

(aun; v)0 = (un; av)0 ! (u; av)0: (15)

�²±¾¤  ¢¨¤­  ²°¥²¼¿ ¢®§¬®¦­®±²¼, ½ª¢¨¢ «¥­²­ ¿ ¯¥°¢®©: ®¯¥° ²®° ³¬­®¦¥-
­¨¿ ­  a(x) ¢ Hs, s < 0, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±®®²­®¸¥­¨¥¬

(au; v)0 = (u; av)0 ¯°¨ v 2 H�s: (16)
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�·¥¢¨¤­®, ·²® ®¯¥° ²®°» ³¬­®¦¥­¨¿ ­  a(x) ¨ ­  a(x) ®¤­®¢°¥¬¥­­® ®£° ­¨-
·¥­» ¢ H�s ¨«¨ ­¥². Ǳ®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨© ¢¯®«­¥ ³¤®¡­»© °¥§³«¼² ²:

�¥®°¥¬  13. Ǳ³±²¼ s ®²°¨¶ ²¥«¼­® ¨ ®¯¥° ²®° ³¬­®¦¥­¨¿ ­  a(x) ®£° -
­¨·¥­ ¢ H jsj. �®£¤  ®­ ®¯°¥¤¥«¿²±¿ ¢ Hs ±®®²­®¸¥­¨¥¬ (16) ¨ ®£° ­¨·¥­ ¢

½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥.

Ǳ°¨¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ² ª®¥ ¯®¿±­¥­¨¥. �» §­ ¥¬, ·²® Hs ¨ H�s { ±®¯°¿¦¥­­»¥
¯°®±²° ­±²¢ . �  ´¨­¨²­»µ £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨¿µ, ª®­¥·­®, (au; v)0 = (u; av)0,
¯®½²®¬³ ±®¯°¿¦¥­­»¬ ª ®¯¥° ²®°³ ³¬­®¦¥­¨¿ ­  a ¢ Hs ¤®«¦¥­ ¡»²¼ ®¯¥-
° ²®° ³¬­®¦¥­¨¿ ­  a. �¯¥° ²®° ¢ ¤ ­­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ®£° ­¨·¥­ ²®£¤ 
¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±®¯°¿¦¥­­»© ®¯¥° ²®° ®£° ­¨·¥­ ¢ ±®¯°¿¦¥­­®¬ ¯°®-
±²° ­±²¢¥. �²±¾¤  ¢¨¤­®, ·²® ³±«®¢¨¥ ®£° ­¨·¥­­®±²¨ ®¯¥° ²®°  ³¬­®¦¥­¨¿
­  a ¢ H jsj ¢ ´®°¬³«¨°®¢ª¥ ¯®±«¥¤­¥© ²¥®°¥¬» ­¥®¡µ®¤¨¬®.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ «¨­¥©­»© ®¯¥° ²®° ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ ± ¯¥°¥¬¥­-
­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨

a(x;D) =
X
j�j�m

a�(x)D
�: (17)

�±«¨ ¢±¥ a�(x) { ®£° ­¨·¥­­»¥ ¨§¬¥°¨¬»¥ ´³­ª¶¨¨, ²® ½²® ®£° ­¨·¥­­»©
®¯¥° ²®° ¨§ Hm(Rn) ¢ H0(Rn ) = L2(R

n ).

� ª ·¥±²¢¥ ­¥ª®²®°®© ¯®¤£®²®¢ª¨ ª ° ±±¬®²°¥­¨¾ ¯±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼-
­»µ ®¯¥° ²®°®¢ ±´®°¬³«¨°³¥¬

C«¥¤±²¢¨¥. �¯¥° ²®° (8) ± ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨, ¨¬¥¾¹¨¬¨ ­¥¯°¥°»¢­»¥ ¨

®£° ­¨·¥­­»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¢±¥µ ¯®°¿¤ª®¢, ¤¥©±²¢³¥² ®£° ­¨·¥­­»¬ ®¡° §®¬

¨§ Hs ¢ Hs�m ¯°¨ «¾¡®¬ s.
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������ 12.

1.9. � ±±¬®²°¨¬ ¢®¯°®± ® ±«¥¤¥ ´³­ª¶¨¨ ¨§ Hs(Rn) ­  £¨¯¥°¯«®±ª®±²¨
R
n�1 , ®¯°¥¤¥«¿¥¬®© ¤«¿ ³¤®¡±²¢  ° ¢¥­±²¢®¬ xn = 0. Ǳ®«®¦¨¬ x = (x0; xn).

�¥°¥§ F 0 ®¡®§­ ·¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ´³­ª¶¨© ®² x0 ¢ ´³­ª¶¨¨ ®² �0.

�¥®°¥¬  14. Ǳ³±²¼ s > 1=2. �®£¤  ¤«¿ ´³­ª¶¨© u 2 D ±¯° ¢¥¤«¨¢®

­¥° ¢¥­±²¢®

ku(x0; 0)ks�1=2;Rn�1 � Cku(x)ks;Rn ; (1)

£¤¥ C { ­¥ § ¢¨±¿¹ ¿ ®² u ¯®±²®¿­­ ¿.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ°¥¤±² ¢¨¬ F 0[u](�0; xn)
��
xn=0

¢ ¢¨¤¥

F 0[u](�0; 0) = (2�)�1
Z
F [u](�) d�n:

�²±¾¤  ¢ ±¨«³ ­¥° ¢¥­±²¢  �¢ °¶ 

jF 0[u](�0; 0)j2 � (2�)�2
Z
jF [u]j2(1 + j�j2)sd�n

Z
(1 + j�j2)�sd�n:

Ǳ®±«¥¤­¨© ¨­²¥£° « «¥£ª® ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯®¤±² ­®¢ª®© �n=(1 + j�j2)1=2 = � ; ±
²®·­®±²¼¾ ¤® ¯®±²®¿­­®£® ¬­®¦¨²¥«¿ ®­ ° ¢¥­ (1 + j�0j2)�s+1=2. �±² ¥²±¿
° §¤¥«¨²¼ ­  ­¥£® ®¡¥ · ±²¨ ¨ ¯°®¨­²¥£°¨°®¢ ²¼ ¨µ ¯® �0. �

�²  ²¥®°¥¬  ¯®§¢®«¿¥² ¤ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«¥¤  ´³­ª¶¨¨ u ¨§ Hs

­  Rn�1 ¯°¨ s > 1=2.

O¯°¥¤¥«¥­¨¥. Ǳ³±²¼ fulg { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ´³­ª¶¨© ¨§ D, ±µ®¤¿¹ -
¿±¿ ª u ¢ Hs. �®£¤  ®­  ´³­¤ ¬¥­² «¼­ , ¨ ¨§ (1) ¢»²¥ª ¥², ·²® ¨µ ±«¥¤» ­ 
Rn�1 ®¡° §³¾² ´³­¤ ¬¥­² «¼­³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¢ Hs�1=2(Rn�1). �¢¨¤³
¯®«­®²» ½²®£® ¯°®±²° ­±²¢  ² ¬ ¥±²¼ ¯°¥¤¥«. �®«¥¥ ²®£®, ¨§ (1) ¢»²¥ª ¥²,
·²® ½²®² ¯°¥¤¥« ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°   ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹¥© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®-
±²¨, ² ª ª ª «¾¡»¥ ¤¢¥ ² ª¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ­¥®£° ­¨·¥­­® ±¡«¨¦ ¾²±¿
¢ Hs(Rn). �²®² ¯°¥¤¥« ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ±«¥¤®¬ ´³­ª¶¨¨ u ­  Rn�1, ¨ ®­ ®¡®§­ -
· ¥²±¿ ·¥°¥§ u(x0; 0).

�«¿ ®¡»·­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨© ¨§ Hs ½²®² ±«¥¤ ®·¥¢¨¤­»¬ ®¡° §®¬
±®¢¯ ¤ ¥² ± ®¡»·­»¬ ±«¥¤®¬. � ±¨«³ (1) ®¯¥° ²®° ¯¥°¥µ®¤  ª ±«¥¤³ ¤¥©±²¢³¥²
®£° ­¨·¥­­»¬ ®¡° §®¬ ¨§ Hs(Rn) ¢ Hs�1=2(Rn�1).

�¥®°¥¬³ 14 ¤®ª § « �.�. �«®¡®¤¥¶ª¨© (1958). �­ ¦¥ ¯®ª § « ­  ¯°¨¬¥°¥,
·²® ­¥° ¢¥­±²¢® (1) ²¥°¿¥² ±¨«³ ¯°¨ s = 1=2. �°¥¬¥­¨ ­  ° §¡®° ½²®£® ¯°¨¬¥° 
³ ­ ± ­¥².

�§ ²¥®°¥¬» 14 ±«¥¤³¥², ·²® ¥±«¨ s > m+1=2, £¤¥ m { ­ ²³° «¼­®¥ ·¨±«®, ¨

a(D) { ®¯¥° ²®° ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ ¯®°¿¤ª  m ¤«¿ ¯°®±²®²» ± ¯®±²®¿­-

­»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨, ²® ¤«¿ ´³­ª¶¨© u 2 Hs(Rn) ¢»° ¦¥­¨¥ a(D)u ¨¬¥¥²
±«¥¤ ­  Rn�1 , ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨© Hs�m�1=2(Rn�1), ¯°¨·¥¬ ®¯¥° ²®° ¯¥°¥µ®¤  ª

½²®¬³ ±«¥¤³ ®£° ­¨·¥­ ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ­®°¬ µ.
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Ǳ®§¤­¥¥ ¬» ®¯°¥¤¥«¨¬ ±®¡®«¥¢±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  ¢ ¯®«³¯°®±²° ­±²¢¥, ¢
· ±²­®±²¨, ¢ Rn+ = fx : xn > 0g. �«¿ ´³­ª¶¨© ¨§ ½²¨µ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢
¬®¦­® ¡³¤¥² £®¢®°¨²¼ ®¡ ¨µ £° ­¨·­»µ §­ ·¥­¨¿µ ­  £° ­¨·­®© £¨¯¥°¯«®±ª®-
±²¨ Rn�1 .

1.10. �¤¥±¼ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ³±°¥¤­¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ ¨§ Hs.
Ǳ³±²¼ !(x) 2 D. �±«¨ u 2 Hs ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ s, ²®, ª®­¥·­®, u 2 D0, ² ª ·²®

®¯°¥¤¥«¥­  ±¢¥°²ª  u � !, ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥, ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©. �
«¥ª¶¨¨ 7 ³ ­ ± ¤®ª § ­®, ·²® ½²® ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨

supp(u � !) � supp u+ supp!: (2)

Ǳ°¥¤«®¦¥­¨¥ 1. Ǳ°¨ u 2 Hs, ! 2 D

F [u � !] = F [u]F [!]: (3)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª®¥ ±®®²­®¸¥­¨¥ ¤®ª § ­® ³ ­ ±, ¥±«¨ u 2 S 0. �²¢¥°-
¦¤ ²¼, ·²® u 2 S, ¬» ­¥ ¬®¦¥¬, ­® ¬» ¬®¦¥¬  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼ u ¢ Hs

´¨­¨²­»¬¨ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨ un. �«¿ ­¨µ ¬» ¨¬¥¥¬

F [un � !] = F [un]F [!];

¨ §¤¥±¼ F [un]! F [u] ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ L2 ± ¢¥±®¬ (1+j�j2)s. � ª ª ª F [!] 2 S, ²®
² ª ¿ ±µ®¤¨¬®±²¼ ±®µ° ­¿¥²±¿ ¯®±«¥ ³¬­®¦¥­¨¿ ­  F [!]. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®
un � ! ±µ®¤¨²±¿ ¢ Hs. C ¤°³£®© ±²®°®­», ¬®¦­® ¤®ª § ²¼, ·²® un � ! ! u � !
¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© (±°. ¯. 9 ¢ «¥ª¶¨¨ 2). Ǳ®½²®¬³ un � ! ! u � !
¢ Hs(Rn), ¨ ¢ ¯°¥¤¥«¥ ¯®«³· ¥²±¿ ­³¦­ ¿ ´®°¬³«  (3). �

Ǳ³±²¼ ²¥¯¥°¼

!(x) � 0; !(x) = 1 ¢¡«¨§¨ 0;

Z
!(x) dx = 1: (4)

Ǳ®«®¦¨¬ ¯°¨ h > 0

!h(x) = h�n!

�
x

h

�
: (5)

�²® ¤¥«¼² ®¡° §­®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¯°¨ h ! 0. �¢¥°²ª³ u � !h ­ §»¢ ¾² ³±°¥¤­¥-

­¨¥¬ ´³­ª¶¨¨ (¨«¨ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨) u.

Ǳ°¥¤«®¦¥­¨¥ 2.
u � !h ! u ¢ Hs:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, F [!h](�) = F [!](h�), ¨ §¤¥±¼ ¯° -
¢ ¿ · ±²¼ { ° ¢­®¬¥°­® ¯® h ®£° ­¨·¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿¹ ¿±¿
ª F [!](0) = 1 ¢ «¾¡®¬ ¸ °¥ OR = OR(0). Ǳ®½²®¬³ F [u]F [!h] ! F [u] ¢ ¯°®-
±²° ­±²¢¥ L2 ± ¢¥±®¬ (1 + j�j2)s. �±² ¥²±¿ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¯°¥¤«®¦¥­¨¥¬ 1.
�

1.11. �¤¥±¼ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ ® ª®¬¯ ª²­®±²¨, ª®²®° ¿ ¯®§¤­¥¥ ¤ ±²
®·¥­¼ ¢ ¦­»¥ ±«¥¤±²¢¨¿ ¤«¿ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ ¢ ®£° ­¨·¥­­»µ ®¡« -
±²¿µ ¨ ­  ª®¬¯ ª²­»µ ¬­®£®®¡° §¨¿µ.
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�¥®°¥¬  15. Ǳ³±²¼ s < s0 ¨ X { ®£° ­¨·¥­­®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¢ Hs0 , ¯°¨·¥¬

­®±¨²¥«¨ ¢±¥µ ½«¥¬¥­²®¢ ¨§ X «¥¦ ² ¢ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ ª®¬¯ ª²¥ K ¯°®-

±²° ­±²¢  Rn. �®£¤  X ¯°¥¤ª®¬¯ ª²­® ¢ Hs, ².¥. ª ¦¤ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

­®±²¼ fulg ½«¥¬¥­²®¢ ¨§ X ±®¤¥°¦¨² ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ±µ®¤¿¹³¾±¿

¢ Hs.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª ª ¦¤³¾ ´³­ª¶¨¾ ul ¬®¦­®  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼
¥¥ ³±°¥¤­¥­¨¥¬ ± «¾¡®© ±²¥¯¥­¼¾ ²®·­®±²¨, ²® ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ­¥ ®£° ­¨·¨¢ ¿
®¡¹­®±²¨, ·²® ul 2 D. Ǳ°¨ ½²®¬ ul ¨¬¥¾² ®£° ­¨·¥­­»¥ ­®°¬» ¢ Hs0 ¨
­®±¨²¥«¨, «¥¦ ¹¨¥ ¢ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ ª®¬¯ ª²¥ K 0 (±¬. (2)). Ǳ³±²¼ vl(�) =
F [ul].

Ǳ®ª ¦¥¬, ·²® ¢ «¾¡®¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ ¸ °¥ OR ½²¨ ´³­ª¶¨¨ ° ¢­®¬¥°­®
®£° ­¨·¥­» ¨ ° ¢­®±²¥¯¥­­® ­¥¯°¥°»¢­». �«¿ ½²®£® ¢®§¼¬¥¬ ´³­ª¶¨¾ ' 2 D,
° ¢­³¾ 1 ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ª®¬¯ ª²  K 0. �®£¤  ul(x) = ul(x)'(x) ¨ ¯®½²®¬³

vl(�) =

Z
vl(�) (� � �) d�;

£¤¥  = F [']. �²±¾¤  ¢ ±¨«³ ­¥° ¢¥­±²¢  �¢ °¶ 

jvl(�)j2 � kulk2s0
Z
(1 + j�j2)�s0 j (� � �)j2d�

¨

jvl(�)� vl(e�)j2 � kuk2s0
Z
(1 + j�j2)�s0 j (� � �)�  (e� � �)j2d�:

�¥¯¥°¼ ¯®«¼§³¥¬±¿ ¡»±²°®© ±µ®¤¨¬®±²¼¾  (�) ª ­³«¾ ¯°¨ � ! 1 ¨ ° ¢­®-
¬¥°­®© ­¥¯°¥°»¢­®±²¼¾ ½²®© ´³­ª¶¨¨ ­  «¾¡®¬ ª®¬¯ ª²¥. �²±¾¤  ¨ ¢¨¤­ 
° ¢­®¬¥°­ ¿ ®£° ­¨·¥­­®±²¼ ¨ ° ¢­®±²¥¯¥­­ ¿ ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ´³­ª¶¨© vl ¢
«¾¡®¬ OR.

� «¥¥,

kul � umk2s =
Z
OR

(1 + j�j2)sjvl(�)� vm(�)j2+Z
RnnOR

(1 + j�j2)s�s0(1 + j�j2)s0�jvl(�)j2 + jvm(�)j2
�
d�:

Ǳ°¨ § ¤ ­­®¬ " > 0 ¬» ¬®¦¥¬ ¢»¡° ²¼ ­ ±²®«¼ª® ¡®«¼¸®¥ R, ·²® ¢²®°®©
¨­²¥£° « ¡³¤¥² ¬¥­¼¸¥ "=2 ¤«¿ ¢±¥µ l;m. � ²¥¬, ¯®«¼§³¿±¼ ²¥®°¥¬®© �°¶¥« 
¢ ¯°¨¬¥­¥¨­¨¨ ª ±¥¬¥©±²¢³ ´³­ª¶¨© vl ­  ¸ °¥ OR, ¬» ¬®¦¥¬ ³ª § ²¼ ² ª®¥
N , ·²® ¯¥°¢»© ¨­²¥£° « ¡³¤¥² ¬¥­¼¸¥ "=2 ¯°¨ ­¥ª®²®°»µ l;m > N .

�²±¾¤  ¿±­®, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fulg ±®¤¥°¦¨² ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼,
±µ®¤¿¹³¾±¿ ¢ Hs. �

2. Ǳ°®±²° ­±²¢  �®¡®«¥¢  ­  § ¬ª­³²®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨. Ǳ³±²¼ M
{ n-¬¥°­®¥ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥. �» ®£° ­¨·¨¬±¿ ±«³· ¥¬, ª®-
£¤  M § ¬ª­³²®, ². ¥. ª®¬¯ ª²­® ¨ ­¥ ¨¬¥¥² ª° ¿. � ¦¤ ¿ ¥£® ²®·ª  ¨¬¥¥²
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­  ­¥¬ ª®®°¤¨­ ²­³¾ ®ª°¥±²­®±²¼, ².¥. ®ª°¥±²­®±²¼, ¢ ª®²®°®© ¬®¦­® ¢¢¥-
±²¨ «®ª «¼­»¥ ª®®°¤¨­ ²», ¯°¨·¥¬ ¢ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿µ ¤¢³µ ² ª¨µ ®ª°¥±²­®±²¥©
¯¥°¥µ®¤ ®² ®¤­¨µ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² ª ¤°³£¨¬ ¿¢«¿¥²±¿ ­¥¢»°®¦¤¥­­»¬
¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥¬. �¢¨¤³ ª®¬¯ ª²­®±²¨ ¬­®£®®¡° §¨¥ ¤®-
¯³±ª ¥² ¯®ª°»²¨¥ ª®­¥·­»¬ ­ ¡®°®¬ ª®®°¤¨­ ²­»µ ®ª°¥±²­®±²¥©. �³­ª¶¨¿
u(x) ­  M ­ §»¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®©, ¥±«¨ ¯®±«¥ ¯¥°¥µ®¤  ª «®ª «¼­»¬
ª®®°¤¨­ ² ¬ ¯®«³· ¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ®² ½²¨µ ª®®°¤¨­ ². �²-
¬¥²¨¬, ·²® ­  M ±³¹¥±²¢³¥² ª®­¥·­®¥ ° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶»

NX
1

'j(x) = 1; (6)

±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ´³­ª¶¨©, ­®±¨²¥«¼ ª ¦¤®©
¨§ ª®²®°»µ «¥¦¨² ¢ ª ª®©-­¨¡³¤¼ ª®®°¤¨­ ²­®© ®ª°¥±²­®±²¨.

�®¡®«¥¢±ª³¾ ­®°¬³ kuks = kuks;M ®¯°¥¤¥«¨¬ ° ¢¥­±²¢®¬

kuk2s;M =
NX
1

ku'jk2s;Rn ; (7)

£¤¥ ´³­ª¶¨¨ 'j ®¡° §³¾² ° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶» ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ u'j ° ±±¬ ²°¨-
¢ ¾²±¿ ª ª ¯¥°¥­¥±¥­­»¥ ­  R

n . �²® ®§­ · ¥², ·²® ¯®±«¥ ¯¥°¥µ®¤  ª «®ª «¼-
­»¬ ª®®°¤¨­ ² ¬ ´³­ª¶¨¿ ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ­  Rn ­³«¥¬ ¢­¥ ¥¥ ­®±¨²¥«¿. �®°¬ 
(7) § ¢¨±¨², ª®­¥·­®, ®² ¢»¡®°  ° §¡¨¥­¨¿ ¥¤¨­¨¶» ¨ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ²,
­® ¬®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ° §­»¥ ­®°¬» ½ª¢¨¢ «¥­²­», ².¥. ¨µ ®²­®¸¥­¨¥
§ ª«¾·¥­® ¬¥¦¤³ ¯®«®¦¨²¥«¼­»¬¨ ¯®±²®¿­­»¬¨. Ǳ°®±²° ­±²¢® Hs(M) ¬»
®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª ¯®¯®«­¥­¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  C1(M) ¯® ½²®© ­®°¬¥.

� ¬¥²¨¬, ·²® ­®°¬¥ (7) ®²¢¥· ¥² ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥

(u; v)s;M =
NX
1

('2ju; v)s;Rn: (8)

Ǳ®½²®¬³ Hs { £¨«¼¡¥°²®¢® ¯°®±²° ­±²¢®.
�» ²¥¯¥°¼ ¯¥°¥·¨±«¨¬ ±¢®©±²¢  ½²¨µ ¯°®±²° ­±²¢. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ³²¢¥°-

¦¤¥­¨¿ ª ª ¯° ¢¨«® «¥£ª® ¢»¢®¤¿²±¿ ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ¨§  ­ «®£¨·­»µ ³²¢¥°-
¦¤¥­¨© ¤«¿ Rn , ² ª ·²® ¯®¿±­¥­¨¿ ¡³¤³² ª®°®²ª¨¬¨.

1. �±«¨ u 2 Hs(M) ¨ ' { ´³­ª¶¨¿ ¨§ C1(M) c ­®±¨²¥«¥¬, «¥¦ ¹¨¬ ¢
ª®®°¤¨­ ²­®© ®ª°¥±²­®±²¨, ²® ¯¥°¥­¥±¥­¨¥ ´³­ª¶¨¨ 'u ­  R

n ¯°¨­ ¤«¥¦¨²
Hs(Rn).

2. Ǳ°®±²° ­±²¢® H0(M) ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯°®±²° ­±²¢®¬ ª¢ ¤° ²¨·­® ¨­-

²¥£°¨°³¥¬»µ ´³­ª¶¨© L2(M). (�ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢ L2(M) ®¯°¥¤¥«¿¥¬
´®°¬³«®© (8) ¨ ¢¤ ¢ ²¼±¿ ¢ ®¡±³¦¤¥­¨¥ ¤°³£¨µ ¢ °¨ ­²®¢ ¥£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿
­¥ ¡³¤¥¬. �¤¨­ ¨§ ¢ °¨ ­²®¢ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¬­®£®®¡° §¨¥ ° ±±¬ ²°¨-
¢ ¥²±¿ ª ª ¢«®¦¥­­®¥ ¢ RN , N > n, ¨ ­  M ¡¥°¥²±¿ ¬¥° , ¨­¤³¶¨°®¢ ­­ ¿
¨§ RN .) Ǳ°¨ s0 > s ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¢«®¦¥­¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  Hs0(M) ¢ Hs(M),
®¯¥° ²®° ¢«®¦¥­¨¿ ­¥¯°¥°»¢¥­ ¨, ¡®«¥¥ ²®£®, ¢¯®«­¥ ­¥¯°¥°»¢¥­. Ǳ®±«¥¤­¨©
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´ ª² ®·¥­¼ ¢ ¦¥­, ®­ ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» 15. Ǳ°®±²° ­±²¢® Hs0(M) ¯«®²­®
¢ Hs(M) ¯°¨ s0 > s. Ǳ°®±²° ­±²¢® C1(M) ¯«®²­® ¢® ¢±¥µ Hs(M).

3. Ǳ°¨ s > n=2 ´³­ª¶¨¿ ¨§ Hs(M) ­¥¯°¥°»¢­  ¯®±«¥ ¯®¤µ®¤¿¹¥£® ¨§¬¥-
­¥­¨¿ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ ­³«¥¢®© ¬¥°» (¨ ¤ ¦¥ «®ª «¼­® ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾
��¥«¼¤¥°  ¯®°¿¤ª  � ¢ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² µ, ¥±«¨ 0 < � < n=2� s, � � 1. �®-
«¥¥ ²®£®, ¯°®±²° ­±²¢® Hs(M) ­¥¯°¥°»¢­® ¢«®¦¥­® ¢ ¯°®±²° ­±²¢® C0(M)
­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨© c ­®°¬®© max juj.

Ǳ°¨ s > m + n=2 c ­ ²³° «¼­»¬ m ´³­ª¶¨¨ ¨§ Hs(M) «®ª «¼­® ­¥¯°¥-
°»¢­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬» ¤® ¯®°¿¤ª  m ¯®±«¥ ¢®§¬®¦­®£® ¨§¬¥­¥­¨¿ ­  ¬­®-
¦¥±²¢¥ ­³«¥¢®© ¬¥°». �¥±«®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯°®±²° ­±²¢® Cm(M), ¨±¯®«¼§³¿
° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶», ¨ ¯°®¢¥°¨²¼ ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ¢«®¦¥­¨¿ Hs(M) ¢ Cm(M).
Ǳ¥°¥±¥·¥­¨¥ ¢±¥µ ¯°®±²° ­±²¢ Hs(M) ¯® ±³¹¥±²¢³ ±®¢¯ ¤ ¥² ± C1(M).

4. �±¯®«¼§³¿ ° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶», «®ª «¼­»¥ ª®®°¤¨­ ²» ¨ ´®°¬³

hu; vi = (u; v)0;M ; (9)

¬®¦­® ¢¢¥±²¨ ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ­  M { «¨­¥©­»¥ ­¥¯°¥°»¢­»¥ ´³­ª¶¨-
®­ «» ­ ¤ ¯°®±²° ­±²¢®¬ E(M) = C1(M). �» ½²³ ¢®§¬®¦­®±²¼ ° ­¼¸¥ ­¥
®¡±³¦¤ «¨.

Ǳ°®±²° ­±²¢® H�m(M) c ­ ²³° «¼­»¬ m ±®±²®¨² ¨§ ² ª¨µ ®¡®¡¹¥­­»µ
´³­ª¶¨© ¨§ E 0(M), ·²® «®ª «¼­®, ¢ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² µ, ®­¨ ¿¢«¿¾²±¿
¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ¤® ¯®°¿¤ª  m ®² ´³­ª¶¨© ¨§
L2(M).

�²±¾¤  ­  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ±«¥¤³¥², ·²® ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¢±¥µ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢
­  Hs(M) ±®¤¥°¦¨² ¢±¥ ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ­  M .

5. Ǳ°®±²° ­±²¢® «¨­¥©­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨®­ «®¢ ­ ¤ Hs ¬®¦­® ®²®-

¦¤¥±²¢¨²¼: 1) ± Hs(M), ¨±¯®«¼§³¿ ´®°¬³ (u; v)s;M ; 2) c H�s(M), ¨±¯®«¼§³¿
¯°®¤®«¦¥­¨¥ ´®°¬» (u; v)0;M ­  Hs(M)�H�s(M).

�¤¥±¼ «¥£ª® ¯°®¢¥°¿¾²±¿ ¯¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¨ ®¡®¡¹¥­­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®

�¢ °¶ 

j(u; v)0;M j � Ckuks;Mkvk�s;M : (10)

� ±¨«³ ½²®£® ­¥° ¢¥­±²¢  ´®°¬  (u; v)0;M ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® ®£° ­¨·¥­­®© ´®°¬»
­  Hs(M)�H�s(M) ¨ ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ v 2 H�s(M) ®¯°¥¤¥«¿¥² «¨­¥©­»©
­¥¯°¥°»¢­»© ´³­ª¶¨®­ « ­ ¤ Hs(M). �¤­ ª® ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²®£®, ·²®
½²® ®¡¹¨© ¢¨¤ «¨­¥©­®£® ­¥¯°¥°»¢­®£® ´³­ª¶¨®­ «  ­  Hs(M), ­³¦­® ¯°¨
«¾¡»µ t, � ¨¬¥²¼ «¨­¥©­»© ®¯¥° ²®° �t;�, ­¥¯°¥°»¢­® ®²®¡° ¦ ¾¹¨© H

�(M)
­  H��t(M) ¨ ®¡° ²¨¬»©. � ª®© ®¯¥° ²®°, ­¥ § ¢¨±¿¹¨© ®² �, «¥£ª® ±²°®¨²±¿
¢ ²¥®°¨¨ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ¯±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ®¯¥° ²®°®¢ ­  M .

6. �¯¥° ²®° ³¬­®¦¥­¨¿ ­  ´³­ª¶¨¾ ¨§ Ck(M) ®£° ­¨·¥­ ¢ Hs(M) ¯°¨
jsj � k. �¯¥° ²®° ³¬­®¦¥­¨¿ ­  ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª³¾ ´³­ª¶¨¾ ®£° ­¨·¥­ ¢®

¢±¥µ Hs(M).
�²¨ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ «¥£ª® ¯°®¢¥°¿¾²±¿; ¬» ­¥ ¡³¤¥¬ ¨µ ³²®·­¿²¼.
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������ 13.

3. �®¡®«¥¢±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  ¢ ®£° ­¨·¥­­®© ®¡« ±²¨ ¨ ¢ ¯®«³-
¯°®±²° ­±²¢¥. Ǳ³±²¼ 
 { ®£° ­¨·¥­­ ¿ ®¡« ±²¼ ¢ Rn ± ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®©
(n � 1)-¬¥°­®© £° ­¨¶¥©, ¨ ¯³±²¼ s { ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®¥ ·¨±«®. �®§¬®¦­» ²°¨
®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯°®±²° ­±²¢  Hs(
).

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1. Ǳ°®±²° ­±²¢® Hs(
) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¯®¯®«­¥­¨¥ ¯°®-
±²° ­±²¢  C1(
) ¯°¨ ¶¥«®¬ s = m ¯® ­®°¬¥, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®© ° ¢¥­±²¢®¬

kuk2m;
 =
X
j�j�m

Z



jD�u(x)j2dx; (1)

¨ ¯°¨ ¤°®¡­®¬ s = m+ �, 0 < � < 1, ¯® ­®°¬¥, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®© ° ¢¥­±²¢®¬

kuk2s;
 = kuk2m;
 +
X
j�j=m

Z



Z



jD�u(x)�D�u(y)j2
jx� yjn+2�

dx dy: (2)

Ǳ°¨ � = 0 ´³­ª¶¨¨ ¨§ Cm(
) «¥¦ ² ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥, ¨ ¢¬¥±²® C1(
)
¤®±² ²®·­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¯®¯®«­¥­¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  Cm(
). Ǳ°¨ � > 0 ¤®±² -

²®·­® ° ±±¬®²°¥²¼ ¯®¯®«­¥­¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  Cm+�0(
) ´³­ª¶¨© ± ¯°®¨§¢®¤-
­»¬¨ ¯®°¿¤ª m, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬¨ ° ¢­®¬¥°­®¬³ ³±«®¢¨¾ ��¥«¼¤¥°  ¯®°¿¤ª 
�0 2 (�; 1].

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2. �³­ª¶¨¿ u(x) ¯°¨­ ¤«¥¦¨² Hs(
), ¥±«¨ ®­  ¿¢«¿¥²±¿ ±³-
¦¥­¨¥¬ ­  
 ´³­ª¶¨¨ v(x) ¨§ Hs(Rn). Ǳ°¨ ½²®¬ ­®°¬  kuk0s;
 ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

ª ª ­¨¦­¿¿ £° ­¼ ­®°¬ ´³­ª¶¨© v(x) ¨§ Hs(Rn), ±³¦¥­¨¿ ª®²®°»µ ­  
 ±®-
¢¯ ¤ ¾² ± u(x).

� §­ ·¥­¨¿µ u(x) ­  £° ­¨¶¥ ¬®¦­® ­¥ ¡¥±¯®ª®¨²¼±¿, ² ª ª ª ¢±¥ ´³­ª¶¨¨
° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ± ²®·­®±²¼¾ ¤® ¨µ §­ ·¥­¨© ­  ¬­®¦¥±²¢¥ ­³«¥¢®© ¬¥°».

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3. Ǳ³±²¼ s = m+ �, £¤¥ m { ¶¥«®¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®¥ ·¨±«® ¨
0 � � < 1. Ǳ°®±²° ­±²¢®Hs(
) ±®±²®¨² ¨§ ² ª¨µ ª¢ ¤° ²¨·­® ¨­²¥£°¨°³¥¬»µ
´³­ª¶¨© ¢ 
, ·²® ¨µ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¤® ¯®°¿¤ª  m ¢ª«¾·¨²¥«¼­® ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡-
¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ¢ D0(
) { ª¢ ¤° ²¨·­® ¨­²¥£°¨°³¥¬»¥ ´³­ª¶¨¨ ¨ ¯°¨ � > 0
ª®­¥·­  ¢¥«¨·¨­  (2). �®°¬  ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®© (1)
¯°¨ � = 0 ¨ (2) ¯°¨ � > 0.

�®¢¥°¸¥­­® ² ª¨¥ ¦¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¤ ¾²±¿ ¤«¿ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢
Hs(Rn+) c ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬ s, £¤¥ R

n
+ { ¯®«³¯°®±²° ­±²¢® ¢ R

n , ®¯°¥¤¥«¿¥-
¬®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®¬ xn > 0. �® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¢ ¯¥°¢®¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¡¥°³²±¿
´³­ª¶¨¨ c ª®¬¯ ª²­»¬¨ ­®±¨²¥«¿¬¨ ¢ § ¬ª­³²®¬ ¯®«³¯°®±²° ­±²¢¥.

�®«¥¥ ®¡¹¨¥ ®¡« ±²¨ ¢ Rn ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ­¥ ¡³¤¥¬.

�¥®°¥¬  1. �¯°¥¤¥«¥­¨¿ 1 { 3 ½ª¢¨¢ «¥­²­».

�®ª § ²¥«¼±²¢® ­ ¬¥²¨¬ ±­ · «  ¤«¿ ¯®«³¯°®±²° ­±²¢ . �¥ ¢»§»¢ ¥²
±®¬­¥­¨©, ·²® ¯°¨  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ´³­ª¶¨© ¨§ Hs(Rn) £« ¤ª¨¬¨ ´¨­¨²­»¬¨
´³­ª¶¨¿¬¨ ¨µ ±³¦¥­¨¿ ­  Rn+ ±µ®¤¿²±¿ ¢ ­®°¬¥ k � ks;Rn

+
. Ǳ®½²®¬³ ±³¦¥­¨¿

´³­ª¶¨© ¨§Hs(Rn ) ­  Rn+ ¯°¨­ ¤«¥¦ ² Hs(Rn+) ¢ ±¬»±«¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ 1. Ǳ³±²¼
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²¥¯¥°¼ u(x) { ´³­ª¶¨¿ ¨§ Hs(Rn+) ¢ ±¬»±«¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ 1. �«¿ ¥¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¿
¤® ´³­ª¶¨¨ v ¨§ Hs(Rn ) ¬®¦­® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ´®°¬³«», ¯°¥¤«®¦¥­-
­»¥ �¥±²¥­±®¬ (Hestenes, 1941) ¤«¿ £« ¤ª®£® ¯°®¤®«¦¥­¨¿ £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨©:

v(x) = u(x) ¯°¨ xn > 0;

v(x0; xn) =
l+1X
1

��u

�
x0;�1

�
xn
�

¯°¨ xn < 0; (3)

£¤¥ ·¨±«  �� ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ±¨±²¥¬®© ³° ¢­¥­¨©

l+1X
1

�
� 1

�

�j

�� = 1 (j = 0; : : : ; l): (4)

Ǳ³±²¼ ¤«¿ ¯°®±²®²» � = 0. (� ½²®© «¥ª¶¨¨ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ µ ¬» ®£° ­¨·¨¢ -
¥¬±¿ ½²¨¬ ±«³· ¥¬.) �®§¼¬¥¬ l = m. �±«¨ u 2 Cm

0 (R
n
+), ²® ¯°®¢¥°¿¥²±¿, ·²®

¯®±«¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ¯®«³· ¥²±¿ ´³­ª¶¨¿ v, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹ ¿ Cm
0 (R

n) ¨ ¯°¨ ½²®¬

kvkm;Rn � Cmkukm;Rn
+
; (5)

£¤¥ ¯®±²®¿­­ ¿ ­¥ § ¢¨±¨² ®² u. �±«¨ fulg { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ´³­ª¶¨© ¨§
Cm
0 (R

n
+), cµ®¤¿¹ ¿±¿ ª ¤ ­­®© ´³­ª¶¨¨ u ¯® ­®°¬¥ k�km;Rn

+
, ²® fvlg ±µ®¤¨²±¿ ª

­¥ª®²®°®© ´³­ª¶¨¨ v 2 Hs(Rn), ¨ ¬®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ´®°¬³«» (3) ±®µ° ­¿-
¾²±¿ ¤«¿ v. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®±²°®¥­ ®£° ­¨·¥­­»© ®¯¥° ²®° ¯°®¤®«¦¥­¨¿

´³­ª¶¨© ¨§ Hm(Rn+) (¢ ±¬»±«¥ ¯¥°¢®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿) ¤® ´³­ª¶¨© ¨§ Hm(Rn).
�®°¬» ¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿µ 1 ¨ 2 ®ª §»¢ ¾²±¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­»¬¨. �²¨¬ ¯®ª § ­®,
·²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ 1 ¨ 2 ½ª¢¨¢ «¥­²­».

�ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨© 2 ¨ 3 ¯°®¢¥°¿¥²±¿  ­ «®£¨·­®. �±«¨ ´³­ª¶¨¿
¯°¨­ ¤«¥¦¨² Hm(Rn), ²® ®­  ª¢ ¤° ²¨·­® ¨­²¥£°¨°³¥¬  ¯® Rn c ¯°®¨§¢®¤-
­»¬¨ D�u, j�j � m, ¨ ¥¥ ±³¦¥­¨¥ ­  R

n
+ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² Hm(Rn+) ¢ ±¬»±«¥ ®¯°¥-

¤¥«¥­¨¿ 3. �¡° ²­®, ¥±«¨ u(x) ¯°¨­ ¤«¥¦¨² Hm(Rn+) ¢ ±¬»±«¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿
3, ²® ¥¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ¤® ´³­ª¶¨¨ ¨§ Hm(Rn) ±²°®¨²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ²®£® ¦¥
®¯¥° ²®° , ·²® ¨ ¢»¸¥.

� ¬¥²¨¬, ·²® ¯° ¢³¾ · ±²¼ ¢ (3) ¬®¦­® ³¬­®¦¨²¼ ­  «¾¡³¾ ´³­ª¶¨¾  (xn)
¨§ C10 (R+), ° ¢­³¾ 1 ¢¡«¨§¨ ­ · « .

� ±«³· ¥ ®£° ­¨·¥­­®© ®¡« ±²¨ 
 ° ±±³¦¤¥­¨¥ ®±² ¥²±¿ ¢ ®±­®¢­®¬ ² ª¨¬
¦¥, ­® ®¯¥° ²®° ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ±²°®¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �³­ª¶¨¿ u(x)
³¬­®¦ ¥²±¿ ­  ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®¥ ° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶»

NX
1

'� = 1 (6)

¢ 
. �¤¥±¼ ­®±¨²¥«¼ ´³­ª¶¨¨ '1 «¥¦¨² ¢­³²°¨ 
,   ­®±¨²¥«¨ ®±² «¼­»µ '�
«¥¦ ² ¢ ª®®°¤¨­ ²­»µ ¯®«³®ª°¥±²­®±²¿µ, ¢ ª®²®°»µ ¢®§¬®¦­® ¢»¯°¿¬«¥­¨¥
£° ­¨¶» ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®© ­¥¢»°®¦¤¥­­®© § ¬¥­» ª®®°¤¨­ ².
� ¦¤ ¿ ¨§ ´³­ª¶¨© u'� ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¯«®±ª³¾ £° ­¨¶³ ¯°¨ ¯®¬®¹¨
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®¯¨± ­­®£® ¢»¸¥ ®¯¥° ²®° . �®¦­® ¯®§ ¡®²¨²¼±¿ ® ²®¬, ·²®¡» ¯°®¤®«¦¥­-
­»¥ ´³­ª¶¨¨ ¬®¦­® ¡»«® ±«®¦¨²¼ ¨ ¯®«³·¨²¼ ´³­ª¶¨¾ ­  R

n . �
�¯¥° ²®° ¯°®¤®«¦¥­¨¿, ª®²®°»¬ ¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼, ­  ± ¬®¬ ¤¥«¥ £®-

¤¨²±¿ ¯°¨ ¢±¥µ s � l ¨ ¤®±² ²®·­® £« ¤ª®© £° ­¨¶¥. (�¥ ¡³¤¥¬ ®±² ­ ¢«¨¢ ²¼±¿
­  ³²®·­¥­¨¿µ.) �¨«¨ (R.T. Seeley, 1964) ¯®±²°®¨« ¥£® ¬®¤¨´¨ª ¶¨¾, ¯°¨£®¤-
­³¾ ±° §³ ¯°¨ ¢±¥µ s ¢ ±«³· ¥ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®© £° ­¨¶». �®«¥¥ ±«®¦­»©
®¯¥° ²®° ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ±²°®¨²±¿ ¨ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¯°¨ «¨¯¸¨¶¥¢®© £° ­¨¶¥, ².¥.
£° ­¨¶¥, «®ª «¼­® ¿¢«¿¾¹¥©±¿ £° ´¨ª®¬ ´³­ª¶¨¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ³±«®¢¨¾
�¨¯¸¨¶  (±¬. �. �²¥©­, �¨­£³«¿°­»¥ ¨­²¥£° «» ¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¥ ±¢®©-
±²¢  ´³­ª¶¨©, �¨°, 1973).

Ǳ°¨¢¥¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ¯¥°¥·¥­¼ ¢ ¦­¥©¸¨µ ±¢®©±²¢ ¯°®±²° ­±²¢ Hs(
).

1. Ǳ°®±²° ­±²¢® H0(
) ±®¢¯ ¤ ¥² ± L2(
). Ǳ°¨ s
0 > s ¯°®±²° ­±²¢® Hs0(
)

­¥¯°¥°»¢­® ¨ ¢¯®«­¥ ­¥¯°¥°»¢­® ¢«®¦¥­® ¢ Hs(
). � ±«³· ¥ Rn+ ¢¬¥±²® 

®±² ¥²±¿ ²®«¼ª® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ® ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ¢«®¦¥­¨¿.

2. Ǳ°¨ s > n=2 ¯°®±²° ­±²¢® Hs(
) ­¥¯°¥°»¢­® ¢«®¦¥­® ¢ ¯°®±²° ­±²¢®
C(
), ¯°¨ s > k+n=2, £¤¥ k { ­ ²³° «¼­®¥ ·¨±«®, { ¢ Ck(
). � ±«³· ¥ Rn+ ¢¬¥±²®

 ¤®¡ ¢«¿¾²±¿ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ®¡ ®£° ­¨·¥­­®±²¨ ´³­ª¶¨© ¨«¨ ®£° ­¨·¥­­®±²¨
± ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¤® ¯®°¿¤ª  k ¢ª«¾·¨²¥«¼­®.

3. Ǳ°¨ s > 1=2 ´³­ª¶¨¨ ¨§ Hs(
) ¨¬¥¾² £° ­¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿ ­  £° ­¨¶¥ �
®¡« ±²¨ 
, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨¥ Hs�1=2(�), ¯°¨ ½²®¬ ®¯¥° ²®° ¯¥°¥µ®¤  ª £° ­¨·-
­»¬ §­ ·¥­¨¿¬ ¤¥©±²¢³¥² ®£° ­¨·¥­­»¬ ®¡° §®¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±®¡®«¥¢-
±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ µ. � ±«³· ¥ Rn+ ¢¬¥±²® 
 °¥·¼ ¨¤¥² ® £° ­¨·­»µ §­ ·¥­¨¿µ
­  £° ­¨·­®© £¨¯¥°¯«®±ª®±²¨.

4. �±¥ ¯°®±²° ­±²¢  Hs(
) ¿¢«¿¾²±¿ £¨«¼¡¥°²®¢»¬¨. �ª «¿°­»¥ ¯°®¨§-
¢¥¤¥­¨¿, ®²¢¥· ¾¹¨¥ ­®°¬ ¬ (1) ¨ (2), «¥£ª® ¢»¯¨±»¢ ¾²±¿. Ǳ°®±²° ­±²¢®,
±®¯°¿¦¥­­®¥ ª Hs(
), ¬®¦­® ¯®½²®¬³ ®²®¦¤¥±²¢¨²¼ ± ½²¨¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬.
�­ «®£¨·­® ®¡±²®¨² ¤¥«® ¢ ±«³· ¥ Rn+ ¢¬¥±²® 
.

5. �¯¥° ²®° ³¬­®¦¥­¨¿ ­  ´³­ª¶¨¾ a(x) ¨§ Ck(
) ®£° ­¨·¥­ ¢ Hs(
) ¯°¨
0 � s � k. � ±«³· ¥ ¯®«³¯°®±²° ­±²¢  Rn+ ²® ¦¥ ¢¥°­®, ¥±«¨ a(x) ¯°¨­ ¤«¥¦¨²

Ck
b (R

n
+).

�®¡®«¥¢±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  c ®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨ ¨­¤¥ª± ¬¨ ¢ 
 ¢ Rn+ ²®¦¥
¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼, ­® ½²® ­¥² ±¬»±«  ®¡±³¦¤ ²¼ ­ ±¯¥µ. �» ²®«¼ª® ­ ¬¥-
²¨¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥. �­ · «  ¯°¨ s � 0 ¢¢®¤¨²±¿ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® Hs

0(
) (¢
Hs(
)) { ¯®¯®«­¥­¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  C10 (
) ¯® ­®°¬¥ ¢ Hs(
). �²® ¯®¤¯°®-
±²° ­±²¢® ±®¢¯ ¤ ¥² ± Hs(
) ¯°¨ s � 1=2 ¨ ­¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ­¨¬ ¯°¨ s > 1=2.
Ǳ°®±²° ­±²¢® H�s(
) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ±®¯°¿¦¥­­®¥ ª Hs

0(
) ®²­®±¨²¥«¼­®
´®°¬» (u; v)0;
 (²®·­¥¥, ¥¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¿). �­ «®£¨·­® ®¡±²®¨² ¤¥«® ¢ ±«³· ¥
Rn+ ¢¬¥±²® 
. Ǳ°¨ s = 1=2 ¨¬¥¥²±¿ ¤°³£®© ° §³¬­»© ¢ °¨ ­² ®¯°¥¤¥«¥­¨¿,
­  ½²®¬ ­¥ ®±² ­ ¢«¨¢ ¥¬±¿. �¬. �.-�. �¨®­±, �. � ¤¦¥­¥±, �¥®¤­®°®¤­»¥
£° ­¨·­»¥ § ¤ ·¨ ¨ ¨µ ¯°¨«®¦¥­¨¿, �¨°, 1971.

�®¦­® ¥¹¥ ° ±±¬®²°¥²¼ ±®¡®«¥¢±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  ­  ª®¬¯ ª²­®¬ £« ¤ª®¬
n-¬¥°­®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨ M ± ((n � 1)-¬¥°­»¬) ª° ¥¬ @M . � ª®¥ ¬­®£®®¡° -
§¨¥ ¤®¯³±ª ¥² ª®­¥·­®¥ ¯®ª°»²¨¥ ª®®°¤¨­ ²­»¬¨ ®ª°¥±²­®±²¿¬¨ ­¥ª®²®°»µ
¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª ¨ \ª®®°¤¨­ ²­»¬¨ ¯®«³®ª°¥±²­®±²¿¬¨" ­¥ª®²®°»µ ²®·¥ª
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ª° ¿. �®¡®«¥¢±ª ¿ ­®°¬  ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®£® ¯®°¿¤ª  s ­  ² ª®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨
®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ° §¡¨¥­¨¿ ¥¤¨­¨¶», ¯®¤·¨­¥­­®£® ² ª®¬³ ¯®ª°»-
²¨¾. Ǳ°¨ ½²®¬ ¢ ª®®°¤¨­ ²­»µ ®ª°¥±²­®±²¿µ ¯®±«¥ ¯¥°¥µ®¤  ª ±®®²¢¥²±²¢³¾-
¹¨¬ «®ª «¼­»¬ ª®®°¤¨­ ² ¬ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ­®°¬» ²®£® ¦¥ ¯®°¿¤ª  ¢ Rn ,   ¢
ª®®°¤¨­ ²­»µ ¯®«³®ª°¥±²­®±²¿µ { ¢ Rn+ . �£° ­¨·¥­­ ¿ ®¡« ±²¼ ± £« ¤ª®© £° -
­¨¶¥© { · ±²­»© ±«³· ©. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ±¢®©±²¢  ±®¡®«¥¢±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢ 
Hs(M)  ­ «®£¨·­». �¤®¡­® ² ª¦¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ M ª ª · ±²¼ § ¬ª­³²®£®
¬­®£®®¡° §¨¿ M0, ²®£¤  ¯°®±²° ­±²¢® H

s(M) ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ª ª ±®±²®¿-
¹¥¥ ¨§ ±³¦¥­¨© ­  M ´³­ª¶¨© ¨§ Hs(M0).

�°³£®¥ ®¡®§­ ·¥­¨¥ ¤«¿ ¯°®±²° ­±²¢ Hs ² ª®¥: W s
2 . �®«¥¥ ®¡¹¨¥ ¯°®±²° ­-

±²¢  W s
p ¢ ½²¨µ «¥ª¶¨¿µ ­¥ § ²° £¨¢ «¨±¼.

Ǳ��� ������

Ǳ� ����Ǳ�������� Ǳ��������������������� �Ǳ��������

� ��������� ��������

� ¯°®·¨² ­­»µ «¥ª¶¨¿µ ¯±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¥ ®¯¥° ²®°» ­¥®¤­®ª° ²­®
³¯®¬¨­ «¨±¼, ­® ¯®¤°®¡­® ³¤ «®±¼ ° ±ª § ²¼ ²®«¼ª® ®¡ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨¿µ
¨ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ µ. � ±«¥¤³¾¹¥¬ ±¥¬¥±²°¥ ¯±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼-
­»¥ ®¯¥° ²®°» ¡³¤³² ¨§³· ²¼±¿ ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª¨. �¨¦¥ ¯°¨¢®¤¨²±¿ ¯« ­.

Ǳ�� (¯±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¥ ®¯¥° ²®°») ¢ Rn ª« ±±  S1;0 ¨ \ª« ±±¨-
·¥±ª¨¥" Ǳ�� { ®¡®¡¹¥­¨¿ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ®¯¥° ²®°®¢. �¨¬¢®« ¨ £« ¢-
­»© ±¨¬¢®«. �±·¨±«¥­¨¥ Ǳ��. �««¨¯²¨·­®±²¼, ¯ ° ¬¥²°¨ª± ½««¨¯²¨·¥±ª®£®
Ǳ��. �£° ­¨·¥­­®±²¼ ¢ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ µ Hs. Ǳ¥°¥µ®¤ ®² ¯°¥¤±² -
¢«¥­¨¿ Ǳ�� ¨­²¥£° « ¬¨ ²¨¯  �³°¼¥ ª ¨µ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¾ ¨­²¥£° « ¬¨ ²¨¯ 
±¢¥°²ª¨ ¨ ®¯¨± ­¨¥ ¿¤¥° ¨­²¥£° «¼­»µ ®¯¥° ²®°®¢, ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¯±¥¢-
¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¬¨ ®¯¥° ²®° ¬¨. Ǳ�� ­³«¥¢®£® ¯®°¿¤ª  ¨ ±¨­£³«¿°­»¥
¨­²¥£° «¼­»¥ ®¯¥° ²®°».

Ǳ�� ­  § ¬ª­³²®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨. �ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ½««¨¯²¨·­®±²¨ ¨ ´°¥¤-
£®«¼¬®¢®±²¨ ¢ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ µ. �­¤¥ª± ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ®¯¥° -
²®° , ¥£® £®¬®²®¯¨·¥±ª ¿ ¨­¢ °¨ ­²­®±²¼,  ­ «¨²¨·¥±ª ¿ ´®°¬³«  ¤«¿ ¨­-
¤¥ª± . �±«®¢¨¿, ¤®±² ²®·­»¥ ¤«¿ ° ¢¥­±²¢  ¨­¤¥ª±  ­³«¾. �««¨¯²¨·­®±²¼
± ¯ ° ¬¥²°®¬ ¨ ®¡° ²¨¬®±²¼ ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ §­ ·¥­¨¿µ ¯ ° ¬¥²° . Ǳ�� ­ 
®ª°³¦­®±²¨ ¨ ²®°¥: ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ °¿¤ ¬¨ ²¨¯  �³°¼¥.

�®¬¯ ª²­»¥ Ǳ�� ¨ ½««¨¯²¨·¥±ª¨¥ Ǳ�� ± ¤¨±ª°¥²­»¬ ±¯¥ª²°®¬. �¯¥ª-
²° «¼­»¥ ±¢®©±²¢  ± ¬®±®¯°¿¦¥­­»µ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ Ǳ�� ­¥­³«¥¢®£® ¯®°¿¤ª 
­  § ¬ª­³²®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨; ­  ®ª°³¦­®±²¨. �« ¡»¥ ¢®§¬³¹¥­¨¿ ± ¬®±®¯°¿-
¦¥­­»µ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ Ǳ��. Ǳ��, ¤ «¥ª¨¥ ®² ± ¬®±®¯°¿¦¥­­»µ. Ǳ°¨«®¦¥­¨¿
ª ±¯¥ª²° «¼­»¬ £° ­¨·­»¬ § ¤ · ¬ ¤«¿ ª« ±±¨·¥±ª¨µ ³° ¢­¥­¨© ¬ ²¥¬ ²¨-
·¥±ª®© ´¨§¨ª¨. �³­ª¶¨¨ ®² ½««¨¯²¨·¥±ª®£® Ǳ�� A: ±²¥¯¥­¼ As, ½ª±¯®­¥­²»
e�tA ¨ eitA, �-´³­ª¶¨¿, ±¢¿§¨ ¬¥¦¤³ ­¨¬¨.


